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Introduzione

Nella sua formulazione classica, la Teoria di Galois fornisce un collegamento tra la teoria delle estensioni
di campi e la teoria dei gruppi. Il Teorema Fondamentale (Teorema 2.1.6) ci dice che i campi intermedi
ad un’estensione finita e di Galois sono in corrispondenza biunivoca con i sottogruppi del gruppo di
automorfismi dell’estensione stessa. La corispondenza di Galois non si ferma qui: le inclusioni vengono
rovesciate, i gradi delle estensioni intermedi coincidono con gli indici dei sottogruppi, i sottogruppi normali
corrispondo ad estensioni di Galois, e molto altro ancora.

C’¢ una corrispondenza del tutto analoga tra i rivestimenti di uno spazio topologico connesso (che
soddisfi opportune potesi di regolarita) e i sottogruppi del gruppo fondamentale di X. Non a caso il gruppo
fondamentale & isomorfo al gruppo degli automorfismi del rivestimento universale di X (Proposizione
3.3.3). Formulando in maniera diversa la teoria di Galois dei campi, vedremo che quest’ultimo & I’analogo
del gruppo di Galois della chiusura separabile di un campo.

Per Grothendieck, queste due teorie sono in realta due aspetti di un’unica teoria piu generale. In
questa relazione, seguendo i primi tre capitoli del libro Galois Groups and Fundamental Groups di Tamés
Szamuely, esploreremo alcuni aspetti di questa teoria. Dopo alcuni risultati e nozioni preliminari ri-
corderemo i risultati fondamentali della Teoria di Galois per estensioni finite, per poi concentrarci sul
caso infinito. Quanto appena dimostrato verra poi riformulato nel linguaggio di Grothendieck, tramite
equivalenze di categorie.

Nella seconda parte verra esposta la Teoria di Galois per rivestimenti di spazi topologici. Verranno
date due riformulazioni tramite equivalenza di categorie: la prima, in analogia con il caso algebrico;
la seconda, che utilizza i fasci localmente costanti, sara utile in seguito. Infine, studiando il caso delle
superfici di Riemann, si vedra come le estensioni del campo delle funzioni meromorfe su una superficie
corrispondano a rivestimenti ramificati della superficie stessa.

Gli argomenti trattati in questa relazione terminano qui, ma & possibile generalizzare questi risultati
(si veda [9], Capitolo 5). La formulazione del Teorema Fondamentale nell’ambito della teoria degli schemi,
dovuta a Grothendieck, permette di definire il gruppo fondamentale (algebrico) di uno schema. Inoltre,
il caso algebrico delle estensioni di campi diventa un caso particolare di questa teoria, il caso X = Speck,
per k£ un campo. C’¢ quindi una teoria piu generale che unifica, in un unico linguaggio, il caso algebrico
e quello geometrico.

1 Preliminari

1.1 Categorie

La Teoria delle Categorie ¢ assiomatica. Diamo la seguente descrizione informale.

Definizione 1.1.1. Una categoria C ¢ formata da una classe di oggetti, denotata con Obj(C) e, per ogni
A, B € Obj(C), un insieme Hom(A, B), detto insieme dei morfismi da A in B, tale che:

1. Per ogni A € Obj(C), esiste un morfismo id4 € Hom(A, A), detto identita di A.

2. Per ogni A,B,C € Obj(C) e p € Hom(A,B) e v € Hom(B,C), esiste un morfismo ¢ o ¢ €
Hom(A, C), detto composizione di ¢ e .

3. Per ogni A, B € Obj(C) e ¢y € Hom(A, B) vale poidg = ¢ = idp ogp.

4. Perogni A, B,C,D € Obj(C) e ¢ € Hom(A, B) e ) € Hom(B, () e A € Hom(C, D) vale Ao (¢pop) =
(Aoyp)oep.

Due oggetti A, B di una stessa categoria si dicono isomorfi se esistono morfismi ¢ € Hom(A4, B) e
1 € Hom(B, A) tali che pov =idp e ¥ o p = id4.

Una sottocategoria D di una categoria C € una categoria che ha come oggetti una sottocollezione di
Obj(C) e come morfismi tra due oggetti A e B un sottoinsieme di Hom(A, B). Una sottocategoria D di
C si dice piena se ogni morfismo in C tra oggetti di D & ance un morfismo in D.

Data una categoria C, la categoria opposta C°P consiste degli stessi oggetti (Obj(C°?) = Obj(C)) e,
per A, B € Obj(C), l'insieme Hom(A, B) di C & in biiezione canonica con I'insieme Hom(B, A) di C°P.



Si noti che, in particolare, non e richiesto che la collezione degli oggetti sia un insieme. Rimandiamo
a [5], 1.6 per una discussione sul rapporto con la teoria degli insiemi. Nel seguito spesso scriveremo A € C
al posto di A € Obj(C).

Esempio 1.1.2. 1. Gli insiemi con le funzioni tra insiemi formano una categoria, che denotiamo con
SET. Sono categorie anche spazi topologici con le mappe continue (TOP) e i gruppi con i morfismi
di gruppi (GRP).

2. I gruppi abeliani sono una sottocategoria piena di GRP. Gli anelli con unita, i cui morfismi
preservano 'unita, formano una sottocategoria non piena della categoria degli anelli.

3. Sia (A4, <) un insieme parzialmente ordinato (con < ordine “largo”). Una categoria C puo essere
ottenuta ponendo Obj(C) = A e Hom(a,b) = {(a,b)} se a < b, Hom(a,b) = @ altrimenti.

4. Sia (X,7) uno spazio topologico. Allora 7 ¢ un insieme parzialmente ordinato dall’inclusione.
Applicando 'esempio precedente a (7, C) otteniamo una categoria, che denoteremo con Xrop.

Definizione 1.1.3 (Funtore). Siano C e D due categorie. Un funtore covariante F tra C e D, denotato
con F': C — D, & dato da una regola che associa ad ogni oggetto A € C un oggetto F(A) € D e ad
ogni morfismo ¢ € Hom(A, B) un morfismo F(yp) € Hom(F(A), F(B)), per ogni A,B € C, tale che
F(ida) = idpea) e F(po1)) = F(p) o F(¥). Un funtore controvariante tra C e D ¢ un funtore covariante
tra C e DP.

Un funtore, covariante o controvariante, ¢ detto fedele (rispettivamente pieno, pienamente fedele)
se ogni mappa tra i morfismi ¢ — F(p) & iniettiva (rispettivamente suriettiva, biiettiva). Un funtore
F :C — D & detto essenzialmente suriettivo se ogni B € D & isomorfo a F(A) per qualche A € C.

Un funtore covariante (rispettivamente controvariante) pienamente fedele ed essenzialmente suriettivo
¢ detto equivalenza (rispettivamente anti-equivalenza) di categorie.

Definizione 1.1.4. Siano C e D due categorie e F' e G due funtori tra C e D. Un morfismo ® tra F e G
¢ dato da morfismi ®4 : F(A) — G(A) di D, per ogni A € C, tali che per ogni morfismo ¢ € Hom(A, B)
in C commuti il seguente diagramma:

F(y) G(y) (1)

Osservazione 1.1.5. Fissate due categorie C e D, i funtori tra di esse formano una categoria. Notiamo
inoltre che un morfismo ® : FF — G come nella definizione precedente ¢ un isomorfismo (cioe: esiste
U:G — F tale che Po ¥ =idg e ¥ o® =idp) se e solo se ognuno dei ® 4 ¢ un isomorfismo.

Il seguente Lemma si generalizza immediatamente ai funtori cotrovarianti e alle anti-equivalenze.

Lemma 1.1.6. Siano C e D due categoric e F : C — D e G : D — C funtori covarianti. Se esistono
isomorfismi (nelle categorie dei funtori da C a C e da D aD) ®:GoF —ide e ¥: FoG — idp allora
C e D sono categorie equivalenti.

Dimostrazione. 1l funtore F' ¢ essenzialmente suriettivo, perché qualunque D € D & isomorfo a F(G(D))
tramite Wp. Dati A, B € C, se consideriamo le mappe sui morfismi

Hom(A, B) —— Hom(F(A), F(B)) — Hom(G(F(A)), G(F(B))) — Hom(A, B)

indotte da F', G e ® rispettivamente, abbiamo che la loro composizione ¢ I'identita, quindi in particolare
la mappa indotta da F' & iniettiva e abbiamo che F' ¢ fedele. Similmente si verifica che G ¢ fedele. Per
g € Hom(F(A), F(B)), posto f := ®50G(g) o ®,' da f = &g o G(F(f)) o &, si ha G(g) = G(F(f))
quindi, poiché G ¢ fedele, vale g = F(f) e F & anche pieno. O

In realtd la condizione sufficiente del Lemma ¢ anche necessaria e viene in alcuni casi data come
definizione di equivalenza di categorie (si veda [9], sezione 1.5 e [5], IV.4, Theorem 1).



1.2 Limiti

Definizione 1.2.1. Un insieme parzialmente ordinato (A, <) & detto filtrato se per ogni a,b € A esiste
ceAtalechea<ceb<ec.

Esempio 1.2.2. Sia N un sistema fondamentale di intorni di uno spazio topologico. Definiamo una
relazione < su N ponendo N < M <= N D M per ogni N,M € N. Allora (N, <) ¢ un insieme
parzialmente ordinato filtrato.

Definizione 1.2.3. Sia 7 la categoria determinata da un ordine parziale filtrato (I, <) (terzo esempio
di 1.1.2) e sia C una categoria. Un funtore covariante (rispettivamente controvariante) F' : Z — C &
detto sistema diretto (rispettivamente sisterna inverso) di oggetti di C. Per ¢, € I, indicheremo con A;
loggetto F'(i) di C e con ¢;; il morfismo F((4,5)) da A; ad A; (rispettivamente da A; ad A;). Il sistema
diretto (o inverso) verra denotato da (A, ¢;j)icr, a volte omettendo I'indice.

Definizione 1.2.4 (Limiti diretti e inversi). Sia (A;, ¢;j)ier un sistema diretto in una categoria C. Un
elemento G € C con morfismi f; : A; — G per ogni i € I che facciano commutare i diagrammi

Pij

\ | 2)

G

per ogni ¢ < j, tale che, per ogni D € C con morfismi g; : A; — D che facciano commutare il diagramma,
esista un unico morfismo ¥ : G — D tale che g; = ¥ o f; per ogni i € I, & detto limite diretto del sistema
(A, pij) ed & denotato da li_n%ej A;.

Sia (A;, ij)icr un sistema inverso in una categoria C. Un elemento G € C con morfismi f; : G — A;
per ogni i € I che facciano commutare i diagrammi

|
z 3)

Ai — Aj
Pii

per ogni j < i, tale che, per ogni D € C con morfismi g; : D — A; che facciano commutare il diagramma,
esista un unico morfismo 1 : D — G tale che g; = f; oy per ogni i € I, & detto limite inverso del sistema
(A, pij) ed & denotato da I'&niel A;.

Spesso ometteremo i pedici e indicheremo i limiti diretti e inversi con h_r)n A; e lim A; rispettivamente.
Avendo dato la definizione tramite proprieta universale, si ha immediatamente che un limite (diretto o
inverso), se esiste, & unico a meno di un unico isomorfismo. Diamo ora due costruzioni dirette dei limiti in
due casi concreti. Per dimostrare che questi oggetti sono effettivamente i limiti dichiarati, basta verificare
che essi soddisfano le proprieta universali, si veda [3], Chapter 6, Proposition 2.4 per il caso dei gruppi.

Esempio 1.2.5. Se (A;, ;;) € un sistema diretto di insiemi, @Ai puo essere interpretato come 'unione
disgiunta degli A; modulo la relazione d’equivalenza cosi definita: a; € A; e a; € A; sono equivalenti se
e solo se ;i (a;) = ¢jir(a;j) per qualche k > 4, j. Le mappe A; — ligAi sono date dalla composizione di
inclusioni canoniche e passaggio al quoziente.

Esempio 1.2.6. Se (G, ;j)icr € un sistema inverso di gruppi (o di gruppi topologici, si veda la sezione
1.3), 1&1 G ¢ isomorfo al sottogruppo del prodotto diretto [[,.; G dato da {(g:)ier | vij(g5) = g: Vi < j}.
Le mappe lim G; — G sono le proiezioni canoniche.

1.3 Gruppi Topologici e Gruppi Profiniti
Definizione 1.3.1. Un gruppo topologico € un gruppo G dotato di una topologia tale che le mappe

G xG—= G S EYe =Y.

(a,b) > ab a—at



siano continue (dove G x G ha la topologia prodotto). Un morfismo di gruppi topologici ¢ un morfismo
(rispetto alla struttura di gruppo) continuo (rispetto alla topologia).

Notiamo che le mappe di moltiplicazione e di inversione sono sempre anche aperte. Inoltre, ogni
sottogruppo (rispettivamente quoziente) di un gruppo topologico & ancora un gruppo topologico, se
dotato della topologia indotta (rispettivamente quoziente). E possibile dare ad un qualunque gruppo una
struttura di gruppo topologico dotandolo della topologia discreta.

Definizione 1.3.2. Un gruppo profinito € un gruppo topologico G per cui esiste un sistema inverso di
gruppi topologici finiti e discreti (G;, ;) tale che G = ]£1G,

Un gruppo profinito puo essere caratterizzato dalla stessa costruzione dell’Esempio 1.2.6. La topologia
di un gruppo profinito ¢ quindi quella indotta dal prodotto dei gruppi finiti di cui & limite.

Lemma 1.3.3. Sia (G;,¢;;) un sistema inverso di gruppi topologici, con i G; finiti e discreti. Allora

G= @Gi ¢ chiuso in P =[] G;.

Dimostrazione. Sia g = (g;) € P\ G e siano quindi i e j tali che ¢;;(g;) # g;. Poniamo U := {(h;) €
P|h; = g; e hj = g;}. Chiaramente g € U e UNG = 0. Resta da verificare che U & aperto. Dette
pr : P — Gy le proiezioni canoniche, si ha che U = p; '({g:}) N pj_l({gj}) ed & quindi aperto perché le
proiezioni sono continue e i GG; discreti. O

Proposizione 1.3.4. Un gruppo profinito G e compatto. I sottogruppi aperti di G sono tutti e soli i
suoi sottogruppi chiusi di indice finito. I sottogruppi chiusi di G sono intersezione di sottogruppi aperti.
I sottogruppi chiusi e normali di G sono intersezione di sottogruppi aperti normali.

Dimostrazione. Dato che gli spazi finiti sono compatti, per il teorema di Tychonoff lo & anche il loro
prodotto. Allora G e, per il Lemma precedente, un sottoinsieme chiuso di uno spazio compatto, quindi
a sua volta compatto.

Un sottogruppo aperto U di G e chiuso, perché il suo complementare & unione delle sue classi laterali
gU, che sono aperte perché la moltiplicazione per elementi di G ¢ un omeomorfismo. Queste devono
essere in numero finito per compattezza di G. Viceversa, se U ¢ un sottogruppo chiuso di indice finito e
il complementare dell’unione finita delle sue classi laterali, che sono chiuse, quindi & aperto.

Sia H un sottogruppo chiuso di G. Siano {G;};cs tali che G = LiLniel G;, m; : G — G; le proiezioni
naturali e {U;};ecs la famiglia di tutti i sottogruppi aperti normali di G. Allora {kerm;};cr C {U,;}jes
e dalla costruzione di G si vede che (\;c;U; C [;erkerm; = {1}, quindi (;c;U; = {1}. Inoltre
HU; = {hu|h € H, u € U;} & un sottogruppo aperto di G per ogni j € J, normale se H lo e. Vale
H = (;c; HU;: certamente H = H();c;U; C [);c; HU;. Per laltra inclusione, sia g € (,;c; HU;.
Se per assurdo fosse g ¢ H allora 1 ¢ Hg = HgN();c;U; =0 = (Hg)°UU,;c,;Uj = G. Per
compattezza di G esiste Jo C J finito tale che (Hg)° UU;c; Us = G = HgN(\;c; U; = 0. Ma
N = ﬂjeJo U; e ancora un sottogruppo aperto e normale di G, quindi per ipotesi g € HN. Esistono
quindi h € H e n € N tali che g = hn. Ma allora Hg> h™'g=n € N, quindi H N N # (), assurdo. [

Lemma 1.3.5. Sia G = %iLnieI G; un gruppo profinito e siano w; : G — G; le suriezioni naturali. Allora
{kerm; }icr € un sistema fondamentale di intorni di 1 € G.

Dimostrazione. Indichiamo con p; : [[G; — G; le proiezioni canoniche. Per la definizione di topologia
prodotto e discretezza dei G; abbiamo che gli insiemi della forma (), 1, ker p; per qualche sottoinsieme
finito Iy di I formano un sistema fondamentale di intorni di 1 in [[ G;. Quindi un sistema fondamentale
di intorni di 1 in G ¢ dato dagli insiemi della forma G N (;c; kerp; = (;c;, G Nkerp; = ;¢ kerm;.
Fissato uno di questi insiemi, dato che I & filtrato I € finito, esiste j € I tale che j > i per ogni i € Ij.
Si ha quindi che kerm; C kerm; per ogni i € Iy, da cui kerm; C ﬂielo ker ;. Concludiamo che anche
{ker m;};er € un sistema fondamentale di intorni di 1 in G. O

Definizione 1.3.6. Sia G un gruppo e sia A I'insieme dei suoi sottogruppi normali di indice finito. Per
N,M € A con N C M sia myny : G/N — G/M la mappa naturale di passaggio al quoziente. Allora
(G/N, TN )Nea © un sistema inverso. 11 limite G := im G/N, dove i quozienti finiti G/N si intendono
dotati della topologia discreta, & detto completamento profinito di G.



1.4 Azioni di Gruppi e G-spazi

Definizione 1.4.1. Siano G un gruppo e X # () un insieme. Un’azione sinistra di G su X & una mappa

GxX—=X
(9,2) = gz

tale che 1z = x per ogni z € X e g(hx) = (gh)x per ogni g,h € G,z € X. Lo stabilizzatore di x € X &
il sottogruppo G, := {g € G| gx = x} di G, mentre la sua orbita & il sottoinsieme Gz := {gz|g € G} di
X. L’azione ¢ detta transitiva se esiste un’unica orbita.

Un insieme equipaggiato con un’azione di un gruppo G & detto G-insieme sinistro. Un morfismo tra
due G-insiemi sinistri X ed Y & una mappa f : X — Y tale che f(gz) = gf(z) per ogniz € X e g € G.
I G-insiemi sinistri con i rispettivi morfismi formano una categoria.

In maniera del tutto analoga si definiscono le azioni destre e i G-insiemi destri.

Proposizione 1.4.2. Sia X un G-insieme sinistro con azione di G transitiva e sia v € X. Allora X
¢ isomorfo (come G-insieme sinistro) all’insieme della classi laterali di G in G con lazione di G per
moltiplicazione sinistra (g, hGy) — ghG,.

Dimostrazione. Si veda [6], Theorem 4.20. O

Definizione 1.4.3. Siano G un gruppo topologico e X un insieme. Diciamo che un’azione di G su X &
continua se, dotando X della topologia discreta, lo € la corrispondente mappa G x X — X.

Lemma 1.4.4. Siano G un gruppo topologico e X un G-insieme. Allora lazione di G su X é continua
se e solo se ogni stabilizzatore é aperto in G.

Dimostrazione. Sia f : G x X la mappa (g,z) — gz. Supponiamo che gli stabilizzatori siano aperti e
dimostriamo che f~!(z) & aperto per ogni z € X. Si ha f~1(z) = {(9,y) € G x X |gy =z} = Uyex Gy
dove G, = {(9,y) € G x {y}|gy = x}. Ognuno dei G, ¢ omeomorfo allo stabilizzatore G, di z: fissato
h € G tale che hy = z si ha che la mappa g — (gh,y) & un omeomorfismo da G, in G,. Quindi f~!(z) =
UyE x Gy ¢ aperto. Viceversa, se f ¢ continua allora per z € X lo stabilizzatore G, ¢ aperto, perché
controimmagine della mappa continua f oi,, dove i, : G — G x X & definita ponendo i,(g) := (g,z). O

Definizione 1.4.5. Siano G un gruppo e X uno spazio topologico. Diciamo che X € un G-spazio se € un
G-insieme sinistro tale che le mappe x — g siano continue per ogni g € G. Se X & un G-spazio, 'azione
di G & detta propriamente discontinua se ogni punto di X ha un intorno aperto U tale che gU NU = {)
per ogni 1 # g € G.

Se X & un G-spazio le mappe x — gz sono omeomorfismi di X in se stesso, con inversa x — g~ 'x.
Definizione 1.4.6. Sia X un G-spazio. Denotiamo con X /G l'insieme delle orbite di X rispetto all’azione
di G econp: X — X/G la mappa di passaggio al quoziente. L’insieme X/G dotato della topologia
quoziente rispetto a p ¢ detto spazio quoziente di X rispetto a (G. Si puo verificare che la mappa di
passaggio al quoziente p : X — X /G & sempre aperta (si vedano ad esempio le Proposizioni 3.1.4 e 3.2.2).

1.5 Fasci

Definizione 1.5.1. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Un prefascio su X ¢ un funtore controvariante
F : Xrop — SET. Per U C V aperti di X, gli elementi di F(U) sono detti sezioni su U e le mappe
tra insiemi F((U,V)) : F(V) — F(U) sono dette restrizioni e sono indicate con resyy. Se s € F(V),
indicheremo con s}y I'elemento resyy(s) di F(U).

Un fascio F su X e un prefascio che, per ogni aperto non vuoto U e ogni famiglia &/ di aperti non
vuoti tale che | JU = U, soddisfi i seguenti due assiomi:

1. Se due sezioni s,t € F(U) sono tali che sy, =t per ogni V € U, allora s = t.

2. Data una famiglia di sezioni {sy € F(V)|V € U} tali che per ogni V,W € U con VNW # 0 si
abbia sy |yaw = swivaw, esiste un s € F(U) tale che s,y = sy per ogni V € U.



Gli oggetti appena definiti vengono solitamente detti (pre)fasci di insiemi. Similmente si possono
definire fasci di anelli, o di gruppi abeliani, o altro.

Osservazione 1.5.2. I prefasci su uno spazio topologico X formano una categoria i cui morfismi sono i
morfismi di funtori. I fasci su X ne sono una sottocategoria piena.

Definizione 1.5.3. Siano X uno spazio topologico localmente connesso e F un prefascio su X. Allora
fissato x € X e detto (A, <) 'insieme parzialmente ordinato di tutti gli intorni aperti di x, dove V' <
U < V D U,sihache (F(U),resyy)vea € un sistema diretto di insiemi. Il limite F, := lim | FU) e
detto spiga di F in z.

La spiga e caratterizzata dalla costruzione data nell’Esempio 1.2.5. Utilizzando questa costruzione
esplicita, dato un morfismo f : F — G di prefasci su X possiamo definire una mappa f, : F, — G,
ponendo f.([s]) := [fu(s)], dove U & un intorno aperto di =, s € F(U) e fy : F({U) — G(U) & come
nella Definizione 1.1.4. Questa mappa € ben definita proprio per la definizione di morfismo di funtori.
Abbiamo quindi che F +— F, & un funtore dalla categoria dei prefasci su X a SET.

Definizione 1.5.4. Siano X uno spazio topologico e S uno spazio discreto. Il fascio costante Fg &
definito ponendo, per U C X aperto, Fg(U) := {f : U — S| f continua}. Un fascio F su X & detto
localmente costante se ogni punto di X ha un intorno aperto U tale che la restrizione di F ad U sia
isomorfa, nella categoria dei fasci su U, ad un fascio costante.

2 Teoria di Galois

Nella prima parte del capitolo verranno ricordati alcuni risultati fondamentali della teoria di Galois, in
particolare nel caso delle estensioni finite. Nella seconda parte il Teorema Fondamentale verra esteso al
caso infinito, mentre nell’ultima verra riformulato come anti-equivalenza di categorie.

2.1 Definizioni e Risultati Fondamentali

Definizione 2.1.1. Un’estensione di campi L|k & detta algebrica se ogni a € L & algebrico su k, cioe se
esiste p € k[z] tale che p(a) = 0. E detta separabile se il polinomio minimo su k di ogni elemento di L
ha radici distinte in una chiusura algebrica di k. E detta normale se il polinomio minimo su k di ogni
elemento di L ha tutte le sue radici in L.

Definizione 2.1.2. Sia L|k un’estensione di campi. Denotiamo con Aut(L|k) il gruppo di automorfismi
di L come k-algebra, cioe gli isomorfismi f : L — L tali che f);, = idg. L’estensione L|k ¢ detta di
Galois se ogni « € L tale che f(a) = « per ogni f € Aut(L|k) ¢ tale che « € k. In tal caso, poniamo
Gal(L|k) := Aut(L|k).

Teorema 2.1.3 (Elemento primitivo). Sia L|k un’estensione separabile finita. Allora esiste un elemento
a € L primitivo, cioé tale che L = k(«).

Dimostrazione. Si veda [3], Chapter 2, Corollary 2.21. O

Proposizione 2.1.4. Un’estensione algebrica é di Galois se e solo se é normale e separabile. Un’esten-
sione L|k ¢ finita e di Galois se e solo se | Aut(L|k)| = [L : k] e se e solo se L ¢é il campo di spezzamento
di un polinomio separabile a coefficienti in k.

Sia inoltre K|k un estensione di Galois con K D L. Allora Lk é di Galois se e solo se o(L) C L per
ogni o € Gal(K|k).

Dimostrazione. Si veda [9], Proposition 1.2.4, Lemma 1.2.6 e Corollary 1.2.7. O

Di seguito, se L|k & un estensione di campi e H & un sottogruppo di Aut(L|k), indicheremo con L
il sottocampo intermedio tra L e k dato da {« € L| f(a) = « per ogni f € H}.

Lemma 2.1.5. Sia L|k un’estensione di Galois e M un sottocampo intermedio L DO M D k. Allora
lestensione LIM ¢é di Galois.

Dimostrazione. Si veda [3], Chapter 6, Lemma 5.1. O



Teorema 2.1.6 (Corrispondenza di Galois per estensioni di campi finite). Sia L|k un’estensione di Galois
finita e sia G := Gal(L|k). Allora le mappe

M +— H := Gal(L|M) e Hw— M:=L"

inducono una biiezione tra i sottocampi intermedi di Lk e i sottogruppi di G che rovescia le inclusions.
L’estensione M|k ¢é di Galois se e solo se H é normale in G e in tal caso si ha Gal(M|k) = G/H.

Dimostrazione. Si veda [3], Chapter 6, Theorem 5.4. O

2.2 Estensioni Infinite

Come mostra il seguente Lemma, un’estensione di Galois (infinita) ¢ unione di estensioni di Galois finite.

Lemma 2.2.1. Sia K|k un estensione di Galois. Allora per ogni estensione intermedia finita K D L D k
esiste un’estensione K O M D L tale che M|k sia finita e di Galois.

Dimostrazione. Dato che L C K e K|k ¢ separabile per la Proposizione 2.1.4, 'estensione L|k & separabile,
quindi per il Teorema 2.1.3 esiste « tale che L = k(a). Sia M D L un campo di spezzamento di « su k.
Allora M|k & un’estensione finita e di Galois per la Proposizione 2.1.4. O

Proposizione 2.2.2. Sia K|k un’estensione di Galois e sia L|k un’estensione algebrica con K D L.
Allora ogni k-morfismo ¢ : L — K si puo estendere ad un automorfismo di K.

Dimostrazione. Si veda [3], Chapter 2, Lemma 1.19. O

Siano K|k & un’estensione di Galois infinita e K D M D L D k campi intermedi, entrambi finiti
e di Galois su k. Allora per il Teorema Fondamentale ¢’¢ una mappa suriettiva naturale Gal(M|k) —
Gal(L|k) = Gal(M|k)/ Gal(M|L) data dal passaggio al quoziente. Indichiamo questa mappa con ¢r .
Inoltre, se K D N D M & un altro campo intermedio, finito e di Galois su k, applicando di nuovo il Teo-
rema Fondamentale si hanno suriezioni naturali ¢y : Gal(N|k) — Gal(M|k) = Gal(N|k)/ Gal(N|M)
e oy ¢ Gal(N|k) — Gal(L|k) = Gal(N|k)/ Gal(N|L). Dato che Gal(N|M) C Gal(N|L), si ha che
PLN = PLM © PMN-

Se denotiamo A l'insieme {M C K | M|k ¢ finita e di Galois}, allora (A, C) € un insieme filtrato: se
M|k e L|k sono finite e di Galois, allora anche M L|k lo ¢, dove ML indica l'intersezione di tutti i campi
intermedi che contengono sia M che L ([3], Chapter 6, Lemma 5.1).

Abbiamo quindi che (Gal(M|k), onrrn)amea € un sistema inverso di gruppi.

Proposizione 2.2.3. Con le notazioni precedenti, im  _ Gal(M|k) = Gal(K|k).

Dimostrazione. Definiamo una mappa

¢ : Gal(K|k) — [] Gal(L|k)
LeA

o (o) Lea

Per Proposizione 2.1.4 questa mappa ¢ ben definita ed ¢ un morfismo di gruppi: p(co7) = ((0o7)|)Ler =
(oL oTL)Len = (01L)Lea(T|z)Len = w(0)p(T).

Vediamo che Im ¢ = lim Gal(M |k). Certamente ¢(0) = (o)) rea ¢ tale che, se M D L sono estensioni
finite e di Galois su K, allora wrar(oja) = (o)a)jp = o). Quindi Img C I'&nGal(MUc). Per T'altra
inclusione, se (or)rea € yLnGal(M|k)7 possiamo definire un automorfismo o € Gal(K|k) nel modo
seguente. Se a € K, allora per il Lemma 2.2.1 esiste M € A tale che M D k(«), in particolare o € M.
Poniamo o(a) := op(a). Allora o risulta ben definito per la proprieta che definisce @Gal(M|k), e
chiaramente ¢(0) = (o) Lea.

Resta da vedere che ¢ ¢ iniettiva. Ma questo & vero perché se idg # o € Gal(K|k) allora esiste
a € K tale che o(a) # a. Sia quindi M € A contenente k(a) (Lemma 2.2.1). Allora oy # idas, quindi
(o) ha almeno una componente non banale e non & I'identita. Abbiamo quindi che ¢ & iniettiva, da cui
Gal(K|k) 2 Ime = l'&nGal(LU@‘). O



Dotando ognuno dei Gal(M |k) della topologia discreta possiamo dare a Gal(K|k) la topologia indotta
dal limite, ottenendo un gruppo profinito. D’ora in poi quando parleremo del gruppo di Galois di
un’estensione infinita sottointenderemo che sia dotato di questa topologia.

Il prossimo risultato € una generalizzazione del Teorema 2.1.6 per estensioni infinite.

Teorema 2.2.4 (Corrispondenza di Galois per estensioni di campi infinite). Sia K|k un’estensione di
Galois infinita e sia G := Gal(K|k). Allora le mappe

L+ H := Gal(K|L) e Hw— L:=K"

inducono una biiezione tra sottocampi intermedi di K|k e sottogruppi chiusi di G che rovescia le inclusioni.
L’estensione L|k ¢ di Galois se e solo se H é normale in G e in tal caso si ha Gal(L|k) =2 G/H.
L’estensione L|k ¢ finita se e solo se H é un sottogruppo aperto di G.

Dimostrazione. Vediamo innanzitutto che se L ¢ un campo intermedio finito su & allora Gal(L|k) & sia
chiuso che aperto in G. Sia M O L un’estensione finita e di Galois su k. Allora Gal(M|k) ¢ uno dei
gruppi del sistema inverso che ha come limite G, quindi ¢’¢ una suriezione naturale 7y : G — Gal(M|k)
data dalla proiezione sulle componenti. Per il Teorema Fondamentale nel caso finito, Gal(M|L) ¢ un
sottogruppo di Gal(M|k). Sia Up := m;; (Gal(M|L)). Allora U, & aperto, perché 7y, & continua e
Gal(M|k) e discreto. Vediamo che vale U, = Gal(K|L). Ogni elemento di Uy, & 'identita su L, perché
controimmagine di un elemento di Gal(M|L), quindi vale Uy, C Gal(K|L). Per laltra inclusione si ha
che, dato che ogni elemento di Gal(K|L) & l'identita su L, vale mp(Gal(K|L)) C Gal(M|L), da cui
Gal(K|L) C w3/ (ma(Gal(K|L))) C 7/ (Gal(M|L)) = Ur. Allora per la Proposizione 1.3.4 si ha che
Gal(K|L) & un sottogruppo aperto e chiuso di G.

Sia ora L|k un’estensione arbitraria (non necessariamente finita) contenuta in K. Chiaramente vale
L = Uaer k(a) e ogni estensione k(a)|k ¢ finita. Ma allora Gal(K|L) = (), Gal(K|k(c)) & chiuso,
perché come abbiamo visto ognuno dei Gal(K |k(c)) lo &. Dato che K ¢ di Galois su L, si ha KS(KIL) — [,

Sia H un sottogruppo chiuso di G e sia L := K*. Allora per definizione Gal(K|L) D H. Per l'altra
inclusione, supponiamo prima che H sia anche aperto. Allora per il Lemma 1.3.5 si ha che kermyy C H
per qualche campo intermedio K D M D k finito e di Galois su k. Dato che H D kermyy = Gal(K|M) si
ha L = K C K¥*™ = M, quindi L|k & finita. Possiamo quindi applicare il Teorema 2.1.6 ed ottenere
Gal(K|L) = H come richiesto. Si noti che abbiamo anche dimostrato 1'ultima parte del Teorema.

Sia ora H chiuso, ma non necessariamente aperto. Per la Proposizione 1.3.4 esiste una famiglia
H di sottogruppi aperti di G con H = (\H. Perogni U € HvaleU D H — KU Cc Kl = =
Gal(K|KY) D Gal(K|L). Per quanto visto prima si ha allora Gal(K|L) C (;;cq Gal(K|KY) = NH = H.

Sia L|k di Galois e siano 7 € H e o € G. Dato che per la Proposizione 2.1.4 vale o(a) € L per ogni
a € L, si ha 7(0(a)) = o(a), quindi (67 oT00)(a) = a, dacui 0~ o700 € H, cioe H & normale
in G. Sia ora H C G un sottogruppo chiuso e normale e L = K. Allora, per c € G, 2 € LeT € H,
per normalitd di H si ha (c7to7100)(2) =2 = 7(0(2)) = 0(2) = o(z) € K% = L, quindi per la
Proposizione 2.1.4 si ha che L]k ¢ di Galois.

Sia ancora L|k di Galois. Per vedere che Gal(L|k) & G/H definiamo una mappa 9 : G — Gal(L|k)
ponendo ¢(0) := o|z,. Questa mappa ¢ ben definita per la Proposizione 2.1.4 ed ¢ suriettiva per il Lemma
2.2.2. 11 suo nucleo ¢ proprio H: per 0 € Gsihao € H <= o(a)=aVa € L < o =idL. O

2.3 Versione di Grothendieck

E possibile riformulare il Teorema 2.2.4 tramite equivalenze di categorie. Fissiamo un campo base k e
una sua chiusura algebrica k.

Definizione 2.3.1. Il campo intermedio k D kg D k generato da tutte le estensioni finite e separabili di
k & detto chiusura separabile di k (in k).

Un campo k & perfetto se e solo se k = k, ([3], Chapter 2, Proposition 2.26). Inoltre k,|k & un’estensione
di Galois ([3], Chapter 2, Proposition 2.16). Il gruppo Gal(k) := Gal(ks|k) & detto gruppo di Galois
assoluto di k. Grazie alla Proposizione 2.2.3 possiamo considerare Gal(k) un gruppo topologico profinito.
Siano L un’estensione finita e separabile di k e Homyg (L, ks) U'insieme dei morfismi di k-algebre da
L in ks. Possiamo definire un’azione sinistra di Gal(k) su Homy(L, ks) ponendo, per g € Gal(k) e

¢ € Homg(L, ks), g¢ :=go ¢.



Lemma 2.3.2. L’azione di Gal(k) su Homy(L, ks) appena definita é continua e transitiva.

Dimostrazione. Per il Lemma 1.4.4 per avere la continuita basta dimostrare che gli stabilizzatori sono
aperti. Ma per ¢ € Homy(L, k) si ha Gy = Gal(ks|¢(L)) e dato che ¢(L)|k ¢ finita questo & aperto per il
Teorema 2.2.4. Per la transitivita, sia a € L un elemento primitivo con polinomio minimo f € k[z]. Un
elemento ¢ € Homy(L|ks) & determinato da ¢(«), che & un’altra radice di f. Data una qualunque radice
B di f, per la Proposizione 2.2.2 esiste un automorfismo g € Gal(k) tale che g(¢(a)) = 8, quindi go ¢ &
il morfismo ¢ : L — ks dato da ¢(«) = . Quindi lazione & transitiva. O

Con le stesse notazioni di prima si ha anche quanto segue.

Lemma 2.3.3. Homy (L, ks) ¢é isomorfo all’insieme di classi laterali di un sottogruppo di Gal(k) con
azione di Gal(k) per moltiplicazione sinistra. Se L|k ¢ di Galois, Homy (L, ks) é isomorfo ad un gruppo
quoziente di Gal(k) con azione per moltiplicazione sinistra.

Dimostrazione. La prima parte deriva direttamente dalla Proposizione 1.4.2. Per la seconda, notiamo
che se L|k ¢ di Galois allora per ¢ € Gal(k) si ha ¢(L) = L per il Lemma 2.2.2. Inoltre per il Teorema
2.2.4 vale G, = Gal(ks|L) & normale in Gal(k), da cui la tesi. O

Se L|k e M|k sono estensioni finite e separabili, allora ogni k-morfismo ¢ : L — M induce in maniera
naturale un morfismo Homy (M, ks) — Homy (L, ks) dato da o — o o p. Abbiamo quindi un funtore
controvariante tra la categoria delle estensioni finite e separabili di k e quella dei Gal(k)-insiemi sinistri
finiti con azione continua e transitiva. Tale funtore ¢ un’anti-equivalenza di categorie.

Proposizione 2.3.4. C’¢ un’anti-equivalenza tra le categorie delle estensioni finite e separabili di k e
quella dei Gal(k)-insiemi sinistri finiti con azione continua e transitiva. In questa anti-equivalenza, le
estensions di Galois corrispondono ad azioni di Gal(k) su suoi quozienti per moltiplicazione sinistra.

Dimostrazione. Poniamo per semplicitd G := Gal(k). Per lessenziale suriettivita, sia S un G-insieme
sinistro transitivo finito e sia s € S. Allora G ¢ un sottogruppo aperto di G per il Lemma 1.4.4, quindi
per il Teorema 2.2.4 L := k&+ & un’estensione finita e separabile di k. Ma S e Homy (L, k) sono entrambi
isomorfi all’insieme delle classi laterali di G in G per la Proposizione 1.4.2, quindi sono tra loro isomorfi.

Per vedere che il funtore ¢ anche pienamente fedele, sia f : Homy (M, ks) — Homy (L, ks) un morfismo
di G-insiemi. Per transitivita dell’azione, tale morfismo ¢ determinato dall'immagine di un unico ¢ €
Homy (M, ks ); sia i) := f(¢). Abbiamo Gy C Gy, perché se g¢ = ¢ per qualche g € G allora gy = gf(¢) =
f(gd) = f(¢) = . Abbiamo quindi (L) = kS* € k¢ = ¢(M). Ma allora ¢~ o 1) € Homy(L, M) &
I’unico morfismo tra L ed M che induce f e si ha quanto richiesto.

L’ultima affermazione deriva direttamente dal Lemma precedente. O

E possibile rimuovere la condizione di transitivita dall’anti-equivalenza descritta, a patto di sostituire
le estensioni finite e separabili con le algebre étale. Quando parleremo di un algebra A su un campo k
assumeremo che il morfismo di algebra ¢ : k — A sia non nullo (e quindi iniettivo).

Definizione 2.3.5. Una k-algebra finita e detta étale se & prodotto diretto di estensioni separabili di k.

Esistono altre definizioni equivalenti di algebra étale, si veda [9], Proposition 1.5.6. Noi utilizzeremo
la caratterizzazione data. Notiamo che se A = [], L; ¢ una k-algebra étale possiamo definire un’azione
di Gal(k) su Homy (A, ks) esattamente come nel caso delle estensioni separabili.

Grazie al lemma precedente abbiamo che I'azione di Gal(k) su Homy (A, ks) € continua: infatti G4 =
Cal(ky|¢(L;)), dove ¢ : A — k, & un morfismo di k-algebre e L; = L; x [1;4:{0;} & I'unica componente su
cui ¢ & non nullo (se ce ne fosse un’altra f/j, dato che L; e ij sono campi ¢ sarebbe iniettivo su ognuno di
loro e ci sarebbero degli zero-divisori in kg, assurdo). Inoltre un morfismo di k-algebre ¢ : A — B induce
un morfismo di Gal(k)-insiemi sinistri ¢, : Homy (B, ks) — Homy (A, ks). Abbiamo quindi un funtore
controvariante tra la categoria delle k-algebre étale e quella dei Gal(k) insiemi finiti con azione continua.

Teorema 2.3.6 (Corrispondenza di Galois per algebre étale). Sia k un campo. C’¢ un’anti-equivalenza tra
la categoria delle k-algebre étale e quella dei Gal(k)-insiemi sinistri finiti con azione continua. In questa
anti-equivalenza le estensioni separabili corrispondono Gal(k)-insiemi con azione transitiva e le estensioni
di Galois a Gal(k)-insiemi isomorfi a quozienti di Gal(k) con azione per moltiplicazione sinistra.
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Dimostrazione. Se X = ]_[;Lzl €); ¢ un G-insieme sinistro finito con azione continua e €2; sono le orbite
dell’azione, allora ; ¢ isomorfo a Homg(L;, ks) per qualche estensione finita e separabile L;|k per la
Proposizione 2.3.4. Si ha quindi X = [, Q; =[], Homy(L;, ks) = Homy, ([T}, Li, ks) per quanto
osservato prima, e si ha I'essenziale suriettivita.

Il funtore & anche pienamente fedele: se A = [[[_, L; ¢ B = [[j_, M; sono k-algebre étale si ha
Homy (A, B) = Homy,([T;L, Li, [Tj2, M;) = 11, ; Homy(L;, M;) che per la Proposizione 2.3.4 & in biiezio-
ne con l'insieme [[; ; Home(Homy (Mj, k; ), Homy,(L;, ks)) = Home (Homy (B, ks ), Homy (4, ks)). O

Osservazione 2.3.7. Il Teorema precedente puo essere generalizzato ad una qualunque estensione di
Galois K|k, considerando solo le k-algebre étale che sono prodotto di sottoestensioni di K e i Gal(K|k)-
insiemi sinistri finiti con azione continua.

3 Rivestimenti di Spazi Topologici

In questo capitolo studieremo la corrispondenza di Galois per rivestimenti e la riformuleremo poi come
equivalenza di categorie, in analogia con quanto fatto nel capitolo precedente. Infine daremo un’altra
riformulazione, sempre come equivalenza di categorie, tramite i fasci localmente costanti.

In tutto il capitolo assumeremo per semplicita che tutti gli spazi topologici siano di Hausdorff e che
ogni punto ammetta un sistema fondamentale di intorni connessi per archi e semplicemente connessi.

3.1 Rivestimenti, Sollevamenti e Monodromia

Definizione 3.1.1. Siano X,Y spazi topologici e f: Y — X una mappa continua. Un aperto U C X si
dice uniformemente rivestito se p~1(U) = JV, dove V & una famiglia di aperti a due a due disgiunti tali
che fjy : V. — U ¢ un omeomorfismo per ogni V € V.

Definizione 3.1.2. Sia X uno spazio topologico. Uno spazio su X € uno spazio topologico Y con una
mappa continua p : Y — X. Un morfismo tra due spazi p: Y — X eq: Z — X su X ¢ una mappa
continua f :Y — Z tale che qo f = p, cioe che faccia commutare il diagramma

y—L.z

N

X

Indicheremo con Homx (Y, Z) 'insieme dei morfismi come spazi su X tra Y e Z. Uno spazio Y su
X si dice rivestimento se la mappa p : Y — X & suriettiva e tale che ogni punto di X abbia un intorno
uniformemente rivestito. Diciamo che un rivestimento p : Y — X ¢ connesso e Y lo e.

Osservazione 3.1.3. Sia p : Y — X un rivestimento. Allora le fibre p~!(z), al variare di z, sono
sottospazi discreti di Y e, se X & connesso, hanno tutte la stessa cardinalita ([9], Corollary 2.1.4). Ha
quindi senso chiamare finito un rivestimento p : ¥ — X se le fibre p~1(z) lo sono.

Proposizione 3.1.4. Sia p:Y — X un rivestimento. Allora p ¢ una mappa aperta e X ha la topologia
quoziente rispetto a p.

Dimostrazione. Si veda [4], Theorem 17.3. O

Definizione 3.1.5. Sia p : Y — X un rivestimento e sia f : Z — X una mappa continua. Una mappa
continua f: Z — Y tale che po f = f, cioé che faccia commutare il diagramma

¢ detta sollevamento di f.
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Non tutte le funzioni continue ammettono sollevamenti, ma se il dominio & connesso, sollevamenti con
un punto in comune coincidono. Vale un risultato piti generale.

Lemma 3.1.6. Siano p : Y — X un rivestimento, Z uno spazio connesso e f,g : Z — Y due mappe
continue tali che po f =pog. Se per qualche z € Z si ha f(z) = g(z), allora f = g.

Dimostrazione. Si veda [9], Proposition 2.2.2 oppure [4], Lemma 17 4. O
Come semplice corollario abbiamo quanto detto prima.

Proposizione 3.1.7. Siano p: Y — X un rivestimento, Z connesso e f : Z — X una mappa continua.
Se f1,f2: Z =Y sono due sollevamenti di f e f1(z) = fa(2) per qualche z € Z, allora f1 = fs.

Nei casi particolari di archi e omotopie e assicurata anche l’esistenza dei sollevamenti, per ogni scelta
coerente del punto iniziale.

Teorema 3.1.8. Siap:Y — X un rivestimento.

(1) Siano f:[0,1] — X un arco in X ey €Y tale che p(y) = f(0). Allora esiste un unico sollevamento
f:00,1] =Y di f tale che f(0) =y.

(2) Siano Z uno spazio topologico e f : Z — X una mappa continua che ammette un sollevamento
f:Z =Y. SiaF:Zx][0,1 - X una mappa continua tale che F'(2,0) = f(2)Vz € Z. Allora
esiste un unico sollevamento F': Z x [0,1] =Y di F tale che F(z,0) = f(2)Vz € Z.

Dimostrazione. Si veda [2] Part I, (5.3) e (5.4) oppure [4], Theorem 17.6. O

D’ora in avanti, se p : Y — X & un rivestimento, o un arco in X e y € p~*(«(0)), indicheremo con
ly () 'unico sollevamento di o con punto iniziale y. Il seguente Corollario ¢ immediato.

Corollario 3.1.9 (Monodromia). Sia p:Y — X un rivestimento. Se a, 8 sono due archi equivalenti in
X (cioé omotopi relativamente a {0,1}) di punto iniziale x e y € p~'(x), allora l,(a) e l,(B) sono archi
equivalenti in' Y, in particolare 1, () (1) = 1,(8)(1).

3.2 Automorfismi di Rivestimenti

Notiamo che, fissato uno spazio topologico X, gli spazi su X con i relativi morfismi formano una cate-
goria. Se stabiliamo che i morfismi di rivestimenti sono semplicemente i morfismi di spazi su X tra due
rivestimenti, abbiamo che i rivestimenti di X sono una sottocategoria piena degli spazi su X. Dato un
rivestimento p : Y — X, denotiamo con Aut(Y|X) il suo gruppo di automorfismi.

Lemma 3.2.1. Siano p: Y — X un rivestimento connesso e ¢ € Aut(Y|X). Se ¢ ha un punto fisso,
allora é l’identita.

Dimostrazione. Dal Lemma 3.1.6, ponendo Z =Y, f=id e g = ¢. O

Proposizione 3.2.2. Sia X un G-spazio. Se l'azione di G é propriamente discontinua, la proiezione
canonica p: X — X/G é un rivestimento. Inoltre se X é connesso vale Aut(X|X/G) = G. Infine, se H
& un sottogruppo normale di G, allora X/H ¢é un G/H-spazio e vale (X/H)/(G/H) =2 X/G

Dimostrazione. Si veda [9] Proposition 2.2.3 e Proposition 2.2.4. O

Sep:Y — X &un rivestimento connesso e H = Aut(Y'|X), l'azione naturale di H su'Y ¢ propriamente
discontinua ([4], Theorem 21.8). C’¢ quindi un rivestimento p’ : ¥ — Y/H. Non & pero sempre vero che
Y/H = X. Tuttavia dalla definizione di morfismo di rivestimenti e dal fatto che p’ & aperta si ha che
esiste un’unica mappa continua ¢ : Y/H — X che faccia commutare il seguente diagramma

Yy 2> Y/H

X . (5)
!

Possiamo quindi dare la seguente definizione, in analogia con il caso delle estensioni di campi.
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Definizione 3.2.3. Un rivestimento connesso p : Y — X e detto di Galois se la mappa ¢ nel diagramma
(5) € un omeomorfismo, cioe se Y/ Aut(Y|X) = X.

Osservazione 3.2.4. Se X ¢ un G-spazio e I'azione di G & propriamente discontinua, il rivestimento
p: X — X/G ¢ di Galois.

Proposizione 3.2.5. Un rivestimento connesso p: Y — X ¢ di Galois se e solo se l’azione naturale di
H = Aut(Y|X) su ciascuna fibra ¢é transitiva.

Dimostrazione. Se il rivestimento ¢ di Galois, la mappa ¢ : Y/H — X del diagramma (5) ¢ biiettiva.
Quindi la fibra di un qualunque z € X viene mappata in un solo elemento di Y/H, cioe¢ l'azione di H su
p~1(x) & transitiva. Viceversa, se 'azione ¢ transitiva la mappa continua ¢ deve essere biiettiva. E anche
aperta, perché lo sono p : Y — X e la mappa di passaggio al quoziente Y — Y/H sono sia aperte che
continue. Quindi g € un omeomorfismo e il rivestimento p : Y — X e di Galois. O

Lemma 3.2.6. Siano q : Z — X un rivestimento connesso e f :' Y — Z una mappa continua. Se
qgo f:Y — X é un rivestimento, allora anche f:Y — Z lo é.

Dimostrazione. Si veda [9], Lemma 2.2.11. O
Possiamo ora provare un risultato analogo ai Teoremi 2.1.6 e 2.2.4.

Teorema 3.2.7 (Corrispondenza di Galois per rivestimenti). Sia p : Y — X un rivestimento di Galois.
Poniamo G := Aut(Y'|X). Per ogni sottogruppo H di G, detta py :' Y — Y/H la proiezione canonica,
¢’¢ una mappa naturale y : Y/H — X che fa commutare il diagramma

y " y/H

Inoltre Dy : Y/H — X & un rivestimento.
Viceversa, dati un rivestimento connesso q : Z — X e una mappa continua f :' Y — Z che faccia
commutare il diagramma

y—.z

N
q

X

st ha che f:Y — Z ¢é un rivestimento di Galois e posto H := Awt(Y'|Z) si ha Z=Y/H.
Il rivestimento q : Z — X ¢é di Galois se e solo se H é normale in G e in tal caso Aut(Z]|X) = G/H.

Dimostrazione. Sia H un sottogruppo di G. Per la definizione di morfismo di rivestimenti e dal fatto che
pm € aperta si ha che esiste un’unica mappa continua py tale che Dy o pg = p. Inoltre Dy € suriettiva,
perché p lo é. Siano ora z € X e V un intorno di z uniformemente rivestito da una famiglia V tale che
UV =p 1(V). Per U € V, dato che Py & un omeomorfismo, pyy deve essere iniettiva e quindi, dato
che & aperta, un omeomorfismo sulla sua immagine. Allora {py(U)|U € V} & una famiglia di aperti di
Y/H che riveste uniformemente V. Quindi g : Y/H — X & un rivestimento.

Viceversa siano ¢ : Z — X un rivestimento e f : Y — Z una mappa continua tale che go f = p. Allora
per il Lemma 3.2.6 f : Y — Z & un rivestimento, da cui si ha immediatamente che H = Aut(Y'|Z) & un
sottogruppo di G. Per vedere che f: Y — Z e di Galois, grazie alla Proposizione 3.2.5 basta dimostrare
che l'azione di H su ciascuna fibra di f & transitiva. Sia quindi z € Z e siano y1,y2 € f~1(2) C p~(q(2)).
Dato che p : Y — X & di Galois esiste un ¢ € G tale che ¢(y1) = ya. Per vedere che ¢ € H basta
mostrare che foy = f; ma questo deriva dalla Proposizione 3.1.6, scambiando i ruoli di Y e Z e ponendo
p=gqeg= foy. Per definizione di rivestimento di Galois si ha Z 2 Y/H.

Per l'ultima parte, se H ¢ normale in G allora Z/(G/H) = (Y/H)/(G/H) £ Y/G = X per la
Proposizione 3.2.2, da cui si ha che Aut(Z|X) =2 G/H e che ¢ : Z — X ¢ di Galois. Viceversa, sia
g Z — X di Galois. Vediamo che per ogni ¢ € Aut(Y|X) esiste un unico ¢, € Aut(Z|X) tale che
fop=1g0f. Pery €Y ipunti f(y) e f(e(y)) sono nella stessa fibra di ¢ e dato che ¢ : Z — X & di Galois
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lazione di Aut(Z|X) su tale fibra ¢ transitiva, quindi esiste p € Aut(Z|X) tale che p(f(y)) = f(p(y)).
Ma per il Lemma 3.2.1 tale p & unico e per la Proposizione 3.1.6 vale po f = f o ¢. Poniamo quindi
¥, := p. Definiamo una mappa m : G — Aut(Z|X) ponendo m(y) := v,. Si verifica facilmente che m &
un morfismo di gruppi il cui nucleo & proprio H, che & quindi normale in G. O

3.3 Rivestimenti Universali

Fissiamo da qui in avanti uno spazio topologico connesso X che soddisfi le ipotesi di inizio capitolo;
fissiamo inoltre un punto € X. Ricordiamo che il gruppo fondamentale 71 (X, z) di X rispetto al punto
z & l'insieme delle classi di equivalenza di lacci di punto base = con l'operazione [o][5] := [a * (], dove

. 1
(% B)(¢) = {mt) o 0=t
a2t -1) se 5 <t<1

Tale regola di composizione ¢ in analogia con la composizione di funzioni, ma in contrasto con 1'usuale
composizione di archi. C’& un isomorfismo canonico dato da g > ¢~ tra il gruppo fondamentale definito
in questo modo e quello definito con la composizione classica.

Vogliamo ora dare un analogo del Teorema 2.3.6 nel caso dei rivestimenti. Per farlo, abbiamo bisogno
di un rivestimento che giochi il ruolo della chiusura separabile di un campo.

Definizione 3.3.1. Un rivestimento connesso 7 : X — X & detto universale se per ogni rivestimento
connesso p: Y — X e punti Z € 7~ !(z) e y € p~!(z) esiste un unico morfismo di rivestimenti ¢ : X — Y
tale che ¢(z) = y.

Ogni spazio connesso, localmente connesso per archi e semilocalmente semplicemente connesso (in
particolare anche il nostro spazio base X) ammette un rivestimento universale ([4], Theorem 22.1).
Inoltre un rivestimento 7 : X — X & universale se e solo se X & semplicemente connesso ([9], Proposition
2.4.9 e Lemma 2.4.10). Nel seguito in molte dimostrazioni useremo solo la proprieta universale e non
altre caratterizzazioni. In analogia con il caso algebrico abbiamo quanto segue.

Proposizione 3.3.2. Un rivestimento unwersale 7 : X — X ¢ di Galois.

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.2.5 basta dimostrare che I'azione di Aut(X|X) su 7~ !(x) & tran-
sitiva. Sia quindi § € 7~ !(x). Per la proprieta universale esistono morfismi p,q : X — X con p(i) = §
e q(y) = &. Ma allora (poq)(y) = ¥, quindi po g = idg per il Lemma 3.2.1. Allora in particolare
p € Aut(X|X) e p(Z) = 7, come richiesto. O

Fissiamo per il resto del paragrafo anche un rivestimento universale 7 : X -5 Xeun punto ¥ € 7~ 1(x).

Notiamo che, grazie alla proprieta universale che definisce 7 : X — X, dato un rivestimento p:Y —>X
abbiamo una biiezione ¥ : p~!(z) — Homx (X,Y) che manda un punto y € p~'(z) nell’'unico morfismo
7, : X = Y con 7m,(#) = y. Abbiamo inoltre un’azione destra naturale di Aut(X|X) su Homyx (X,Y)
data dalla composizione a destra. Possiamo trasformarla in un’azione sinistra componendo a destra per
Iinversa: per ¢ € Aut(f(|X) efe HomX(X', Y) poniamo ¢f := fop L.

Definiamo ora un’azione sinistra di m (X, ) su p~!(z) ponendo, per [o] € m(X,z) e y € p~*(z),
[a]y == l,()(1). Quest’azione ¢ detta azione di monodromia ed & ben definita grazie al Corollario 3.1.9.

Proposizione 3.3.3. C’¢ un isomorfismo di gruppi ® : m1(X,z) — Aut(X|X). Inoltre, dato un qualun-
que rivestimentop : Y — X, Uazione di Aut(X|X) su Homx (X,Y) é esattamente l’azione di monodromia
di m (X, ) sup t(x), cioé per [a] € m1(X,z) ey € p~(z) vale ¥([a]y) = D([a])¥(y).

Dimostrazione. Sia a : [0,1] — X un laccio in X di punto base z. Dato che I’azione di Aut(X|X) su
7~ 1(z) & transitiva (Proposizione 3.3.2), si ha che esiste un g, € Aut(X|X) tale che go (%) = lz(a)(1).
Inoltre tale g, € unico per la proprietd universale e non dipende dalla classe di « in m(X,x) per il
Corollario 3.1.9. Definiamo una mappa ® : 71(X,z) — Aut(X|X) ponendo ®([a]) := g;'. Questa
mappa ¢ un morfismo di gruppi: per [a], [0] € 71 (X, z), posto & := 1z(8)(1), si ha che ®([c][B]) = Gasp
& 'unico elemento di Aut(X|X) tale che go.5(#) = lz(a * 8)(1) = lz(a)(1). Ma a(t) := gs(lz(a)(t)) &
un sollevamento di « che inizia in Z’, quindi coincide con lz () e si ha ga.s(Z) = a(1) = gg(ls(a)(1)) =
(95°94)(Z), quindi ®([o][B]) = (gp0ga) " = ®([a])®([]). E anche una biiezione, perché un automorfismo
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g: X — X ¢ dato da ®([r o0 a]), dove a : [0,1] — X & un arco da Z a g(Z): due tali archi a e 8 sono
equivalenti perché X & semplicemente connesso, quindi [ o o] = [r o ] in m (X, ).

Per la seconda parte si ha che, per [a] € m(X,z) e y € p~(z) e posto m, = ¥(y), vale ¥([a]y) =
U(ly(e)(1)) = ¥(my(lz()(1))) = ¥(my(9a(2))) = V((2([e])7y)(F)) = L([e]) ¥ (y). O

Definiamo quindi un funtore covariante Fib, dalla categoria dei rivestimenti di X a quella dei 71 (X, z)-
insiemi sinistri nel modo seguente. Un rivestimento p : ¥ — X viene mandato nella fibra Fib,(p: Y —
X) := 7 1(x) equipaggiata con l'azione di monodromia su Y e un morfismo di rivestimenti f : Y — Z
nella sua restrizione alla fibra Fib,(f) := f|,-1(z). Si noti che per definizione di morfismo la mappa
Fib,(f) & ben definita. E inoltre un morfismo di 7 (X, z)-insiemi: se [a] € (X, ) e y € p~'(z) si ha
Fib, (f)([a]y) = Fib,(f)(ly()(1)) = l(y)()(1) = [a] Fib,(f)(y) per I'unicita del sollevamento.

Teorema 3.3.4. C’¢ un’equivalenza tra la categoria dei rivestimenti di X e quella dei w1 (X, x)-insiems
sinistri. In questa equivalenza, i rivestimenti connessi corrispondono a mi(X,x)-insiemi con azione
transitiva e i rivestimenti di Galois a m1(X,x)-insiemi isomorfi a quozienti di m (X, x) con azione per
moltiplicazione sinistra.

Dimostrazione. Poniamo per semplicita G := 71 (X, ). Per l'essenziale suriettivita, sia S un G-insieme
sinistro e sia s € S e assumiamo dapprima che 'azione di G su S sia transitiva. Sia allora G, < G lo
stabilizzatore di s e sia Y := X /®(G) il rivestimento connesso p : ¥ — X di cui il Teorema 3.2.7 assicura
l'esistenza. Ma allora S e p~!(x) sono isomorfi come G-insiemi per la Proposizione 1.4.2. Viceversa, se
prendiamo Y connesso 'azione di G' su p~!(x) & certamente transitiva, perché lo & su 7~ *(z) e p~1(z) &
un suo quoziente per il Teorema 3.2.7. Se il rivestimento p : Y — X ¢ inoltre di Galois, abbiamo che lo
stabilizzatore H di un qualunque punto di p~!(z) & normale in G, quindi 'azione di G su G/H, isomorfa
all’azione di G su p~!(z), diventa un’azione per moltiplicazione sinistra su un quoziente.

Se l’azione di G su S non ¢ transitiva, e sufficiente decomporlo nell’'unione disgiunta delle sue orbite
S = [, Q, trovare per ogni orbita un rivestimento p; : ¥; — X e prendere I'unione disgiunta [[,Y; di
questi rivestimenti, che & ancora un rivestimento (questa volta non connesso) di X.

Per vedere che il funtore ¢ anche pienamente fedele, sianop : Y — X e ¢ : Z — X due rivestimenti e sia
f:p~Y(z) = ¢ ' (x) un morfismo di G-insiemi sinistri. Supponiamo dapprima che Y e Z siano connessi, e
quindi le azioni di G su p~*(x) e ¢~ (2) transitive. Fissiamoy € p~'(z) e sia z = f(y). Siano 7, : X — Y
e, : X — Z i morfismi di rivestimenti con 7,(%) = y e 7,(#) = 2 dati dalla proprieta universale. Per
il Teorema 3.2.7 esistono rivestimenti p : X/ Aut()N(|Y) - X eq: X/ Aut(X|Z) — X e isomorfismi
di rivestimenti ¢ : X/Aut(X[Y) — YV e ¢ : X/Aut(X|Z) — Z. Dette p, : X — X/Aut(X[Y) e
[ X - )Z'/ Aut(f(\Z) le mappe di passaggio al quoziente si ha my, = pop, e 7, = 9o p,. Ma
Aut(X|Y) corrisponde allo stabilizzatore G, di y in G (e Aut(X|Z) a G.). Vale G, C G.: se g € G,
allora gz = gf(y) = f(gy) = f(y) = z, quindi g € G.. Quindi vale Aut(X|Y") C Aut(X|Z) e si ha che la
mappa p, passa al quoziente rispetto a p,. Esiste quindi un’unica mappa continua g : X / Aut(X Y) —
X/ Aut(X|Z) tale che p, = g o p,, che & quindi un morfismo di rivestimenti. Vale inoltre g(¢~'(y)) =
9(py(%)) = p(Z) = ¥™1(2), quindi pogoe ™ : Y — Z & l'unico morfismo di rivestimenti tale che
Fiby(1ogop™t) = f.

Infine, se Y e Z non sono connessi, si decompongono nelle unioni disgiunte delle loro componenti
connesse Y = [[;¥; e Z =[[; Z;. Ogni componente ¥; e Z; ¢ a sua volta un rivestimento di X tramite le
mappe p; := |y, € qj := q|z,- In questo modo i G-insiemi p~1(x) e ¢ () si decompongono nelle orbite
p ) =11,p; ' (x) eq }(z) = I1; q]l(m). Un morfismo di G-insiemi f : p~!(z) — ¢~ !(z) & dato quindi
dall’unione dei morfismi f; := f‘p;l (z)" Ma l'immagine di un f; € tutta contenuta nella stessa orbita
q{l(x): per g € G ey € p; ' (x) vale f(gy) = gf(y), quindi f(gy) & nella stessa orbita di f(y). Grazie a
quanto visto prima possiamo quindi dare una famiglia di morfismi di rivestimenti {g; : Y; — Z;} tali che
Fib,(g;) = fi e concludere che g = J; g; € 'unico morfismo g : Y — Z tale che f = J, fi = Fib,(g). O

Il seguente Corollario & ancora pil simile al Teorema 2.3.6. Rimandiamo a [9], Corollary 2.3.9 per la
dimostrazione.
Corollario 3.3.5. C’¢ un’equivalenza tra la categoria dei rivestimenti finiti di X e quella dei m (X, x)-
insiemi sinistri finiti con azione di w1(X,x) continua. In questa equivalenza, i rivestimenti connessi cor-

—_—
rispondono a w1 (X, x)-insiemi con azione transitiva e i rivestimenti di Galois a w1 (X, x)-insiemi isomorfi
—_—

a quozienti di m (X, x) rispetto a sottogruppi aperti normali con azione per moltiplicazione sinistra.
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3.4 Riformulazione Tramite Fasci Localmente Costanti

Ricordiamo che dati spazi topologici A, B e C' C B e una mappa continua f : A — B, una sezione di f
su C e una mappa continua g : C' — A tale che fog=id¢.

Dato uno spazio p : Y — X su X, definiamo un prefascio Fy su X ponendo, per U C X aperto,
Fy(U) :={f:U — Y| f ¢ una sezione di p}. Per V' C U le mappe di restrizione Fy (U) — Fy (V) sono
proprio le restrizioni da U a V. Si noti che Fy & anche un fascio, perché le mappe continue soddisfano gli
assiomi 1 e 2 della Definizione 1.5.1. Si noti inoltre che se p : Y — X & un rivestimento, preso un intorno
connesso e uniformemente rivestito V' di un qualunque = € X, si ha che la restrizione di Fy a V & costante.
Infatti, una sezione di p su V' & un omeomorfismo su una delle componenti connesse W di p~*(V), quindi
¢ linverso di pjy. Quindi Fy (U) @ in biiezione canonica con {f : V' — p~'(z)| f continua} per ogni
U C V, cioe Fy ristretto a V & un fascio costante. Quindi, se p : ¥ — X & un rivestimento, Fy &
localmente costante.

Dato un altro rivestimento ¢ : Z — X e un morfismo di rivestimenti f : Y — Z, possiamo definire
una morfismo di fasci Fy — Fz mandando una sezione s : U — Y in f o s. Questa e effettivamente una
sezione di ¢: se prendiamo un ricoprimento U formato da insiemi U; connessi e uniformemente rivestiti
sia da p che da ¢ abbiamo che (f o s)|y, ¢ una sezione di ¢ su U; per ogni . Quindi f o s ¢ una sezione
di ¢ su U per il secondo assioma della definizione di fascio. Abbiamo allora un funtore S : Y +— Fy
dalla categoria dei rivestimenti su X a quella dei fasci localmente costanti su X (quest’ultima ¢ una
sottocategoria piena dei prefasci su X).

Viceversa, ad un fascio localmente costante F su X possiamo associare un rivestimento pr : X — X.
Poniamo Xr := [[,cx Fz e definiamo pr ponendo pr([s]) := z se [s] € F,.. Sinoti che pr ¢ suriettiva.
Per ogni U C X aperto e ogni s € F(U) per la costruzione dell’Esempio 1.2.5 & ben definita una mappa
is : U = X7 data da is(u) := [s] € F,. Diamo ad X la topologia generata dalla famiglia {i;(U) |U C X
aperto, s € F(U)} C 2X7_ Si ha che pr & continua rispetto a questa topologia: se U C X & aperto
allora lo & anche p'(U) = e Fu = Usera) is(U). E anche un rivestimento: sia U C X un intorno
aperto connesso di z tale che F ristretto ad U sia il fascio costante Fg, per S spazio discreto. Allora
p;-l(U) = Use}‘(U) is(U) e prji ) € un omeomorfismo (la sua inversa ¢ proprio is, che ¢ continua).
Inoltre is(U) N i (U) = O per s # ¢: altrimenti esisterebbe u € U tale che [s] = [t] in F, in particolare
s(u) = t(u), ma s e t sono costati e si avrebbe s = ¢ su U. Quindi U & uniformemente rivestito.

Dato un morfismo ¢ : F — G di fasci localmente costanti su X abbiamo una mappa indotta & :
Xr — Xg definita da ® := ] _y ¢., dove ¢, : F, — G, ¢ il morfismo indotto sulle spighe. La mappa
® ¢ chiaramente compatibile con pr e pg, cioe pr = pg o . Inoltre ¢ continua: per verificarlo sia
it(U) C Xg con U aperto in X et € G(U) e siano [s] € ®71(i,(U)) e € X tale che [s] € F,. Dato
che ®([s]) = ¢.([s]) = [t] € G. abbiamo 2 € U, possiamo scegliere V' C U aperto tale che ¢v (sy) = tjy.
Si ha quindi che i5(V) C X7 ¢ un intorno aperto di [s] = [s)y] contenuto in ®~1(3;(U)), che ¢ quindi
aperto. Abbiamo allora che R : F — Xz € un funtore, che assieme ad S da un equivalenza di categorie.

Teorema 3.4.1. C’¢ un’equivalenza tra le categorie dei rivestimenti di X e quella dei fasci localmente
costanti su X.

Dimostrazione. Verifichiamo che i funtori S ed R soddisfano la condizione del Lemma 1.1.6. Siano C' la
categoria dei rivestimenti di X e D la categoria dei fasci localmente costanti su X. Per dare un isomorfismo
® : RoS — id¢ dobbiamo trovare, per ogni Y, Z € C, isomorfismi @y : Xz, - Y e Oz : Xz, —» Z
tali che, per ogni f € Homx (Y, Z) commuti il diagramma (1) della Definizione 1.1.4. Per [s] € X £,, sia
z € X tale che [s] € Fy,. Sia U un intorno aperto e connesso di z uniformemente rivestitodap : ¥ — X.
Possiamo assumere che s sia una sezione di p su U. Definiamo ®y ([s]) := s(z) € p~*(z) C Y. E una
buona definizione: se V' & un altro intorno aperto di z e ¢t & una sezione di p su V tale che [t] = [s] in
Fy,z, allora s(z) = ¢(x). Per definizione ®y rispetta le fibre ed & continua: se U C Y ¢ aperto allora
o, (U) = Uwev{ls] € Fypw) Is(p(u) = u} = U,ep s, (P(w) = is, (p(U)) ¢ aperto, dove s, ¢ 'unica
sezione, su un intorno aperto connesso e uniformemente rivestito di p(u), tale che s, (p(u)) = u. Quindi
®y e un morfismo di rivestimenti. Per il Lemma 3.2.6 ¢ anche una mappa aperta, quindi per vedere che
¢ un isomorfismo di rivestimenti resta solo da vedere che € biiettiva. Per la suriettivita, dato y € Y e un
intorno connesso U di y tale che p(U) sia connesso e uniformemente rivestito, allora s = pﬁ} € una sezione
su p(U) tale che [s] € Fy,p(y) € Py ([s]) = y. Per l'iniettivita, se ®([s]) = y = ®([t]) allora [s], [t] € Fy p(y)
e preso un intorno aperto connesso e uniformemente rivestito V' di p(y) deve essere s,y = ¢}y, da cui
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[s] = [t]. Infine, vale ®z o R(S(f)) = f o ®y: per [s] € Fy, C Xz, si ha R(S(f))([s]) = [fos]e
D5 ([s]) = f(s(x)) = f(®([s])), come richiesto.

Definiamo ora un isomorfismo di funtori ¥ : idp — S o R. Sia F' un fascio localmente costante su
X. Per dare un morfismo di fasci ¥p : F — Fx,., definiamo una mappa ¥py : F(U) — Fx,.(U) per
ogni U C X aperto ponendo ¥py(s) := is. La mappa ¥py ¢ iniettiva: se i5 = 4; significa che [s] = [¢]
in F, per ogni x € U. Per ogni x € U esiste quindi un intorno aperto U, di z contenuto in U tale che
sy, = tju,. Ma dato che |J, ., Uy = U deve essere s = t. E anche suriettiva: sia o € Fx, e sia {Uj}jer
un ricoprimento di U di aperti connessi tali che, su Uy, F' sia il fascio costante Fg,, per S; spazio discreto.
Per quanto abbiamo visto prima pz' (U;) = UseF(U ) is(U;) e o(U;) deve coincidere con i, (U;) per un
qualche s; € F(Uj). Ma allora o)y, = s;. Le sezioni s; sono compatibili, quindi esiste s € F(U) tale che
S|y, = sj, dacuio =i5 = U y(s). Infine, siano G un altro fascio localmente costante su X e f : F — G
un morfismo di fasci. Chiamiamo ¢ := UzeX fz : Xr — X¢ la mappa indotta da f e, per U C X
aperto, gy : Fx,(U) = Fx,(U) la mappa o — ¢ o 0. Dobbiamo mostrare che, per ogni s € F(U), si
ha Weu(fu(s)) = gu(Yru(s)). Per z € U si ha ¥qu(fu(s)(z) = You(fu(s)(z)) = [fu(s)] € Gy e
90 (W0 (5)(2) = gu(is(2)) = 6([s]) con [s] € Fy, che & proprio fu ([s]) = [fu(s)] € G

Per il Lemma 1.1.6 i funtori ® e ¥—! danno un’equivalenza di categorie. O

Combinando questo risultato con il Teorema 3.3.4 abbiamo il seguente corollario.

Corollario 3.4.2. La categoria dei fasci localmente costante su X ¢é equivalente alla categoria dei
w1 (X, x)-insiemi sinistri.

4 Superfici di Riemann

Vogliamo ora presentare un collegamento, non solo “estetico”, tra le due teorie sviluppate nei precedenti
capitoli. Per farlo abbiamo bisogno di oggetti che siano, in un certo senso, sia algebrici che topologici.
Questi oggetti saranno le superfici di Riemann. Consideriamo 1’esempio seguente.

Esempio 4.0.3. Siano D ={2€C|0< |z <1} e H:={2€C|R(2) <0}. Siap: H— D la mappa
definita ponendo p(z) :=¢€*. Allorap: H — D & un rivestimento universale: p ¢ suriettiva, perché se
w = pe’? € D, con p,f € R allora p(log(p) 4+ i0) = w e un intono uniformemente rivestito di w &, per
esempio, Uy := {re® |r,p € R, 0<r < 1,0 —7m < ¢ <0+ n}. Infine, H ¢ semplicemente connesso.

Consideriamo ora la mappa pg : D — D definita ponendo pr(2) := 2¥. Si puo verificare che py, : D—
D & un rivestimento a k- fogli e che tutti i rivestimenti di D sono di questa forma, oppure della forma
p: H — D (si vedano il successivo Lemma 4.2.3 e [1], Theorem 5.10).

Per le definizioni e i risultati di analisi complessa rimandiamo a [7], Chapter 10 e successivi.

4.1 Superfici di Riemann, Mappe e Funzioni Olomorfe

Definizione 4.1.1. Sia X uno spazio di Hausdorff. Una carta complessa su X & una coppia (U, f) dove
UcC X eapertoe f: U — C & un omeomorfismo sulla sua immagine. Due carte complesse (U, f) e (V,g)
su X si dicono compatibili se le mappe di transizione fog=t :g{UNV)—=Cegof~t:f(UNV)—C
sono olomorfe. Una carta complessa (U, f) & detta centrata in y € U se f(y) = 0.

Un atlante complesso su X & un insieme {(U;, f;)}ier di carte complesse a due a due compatibili tale
che {U;}ier sia un ricoprimento di X. Due atlanti complessi su X si dicono equivalenti o compatibili se
la loro unione € un atlante complesso su X. La compatibilita ¢ chiaramente una relazione d’equivalenza.

Una classe di equivalenza di atlanti complessi su X & detta struttura complessa su X. Una superficie
di Riemann & uno spazio di Hausdorff dotato di una struttura complessa.

Esempio 4.1.2. 1. Un sottoinsieme U C C aperto ¢ una superficie di Riemann con l'atlante dato
dall’'unica carta (U, ), dove ¢ : U — C & U'inclusione. In particolare, C ¢ una superficie di Riemann.

2. Sia P1C = CU {oo} la retta proiettiva complessa. Siano U, = P!C\ {cc} e Uy = P'C\ {0}. Siano
foo =idc : Uss = Ce fo : Uy — C definita ponendo fy(z) = % se z # oo e fo(oo) = 0. Consideriamo
I'atlante su PC dato da {(U;, f;)|i € {0,00}}. Le mappe di transizione, dove definite, sono date
da z — % e sono quindi olomorfe. Quindi P!C & una superficie di Riemann compatta.
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Definizione 4.1.3. Siano Y e X superfici di Riemann. Una mappa continua ¢ : ¥ — X ¢ detta
mappa olomorfa se esistono carte complesse (V,g) suY e (U, f) su X tali che (V) C U e che la mappa
fopog=t:g(V)— C (detta espressione locale di ) sia olomorfa.

Una funzione olomorfa su X & una mappa olomorfa da X in C.

Una funzione meromorfa su X € una mappa olomorfa ¢ : X\ S — C, dove S C X & chiuso e discreto,
tale che per ogni carta complessa (U, f) la mappa fop~!: U\ S)— C sia meromorfa su ¢(U).

Le superfici di Riemann con le mappe olomorfe formano una categoria. Un isomorfismo tra superfici
di Riemann (cio¢ un mappa olomorfa e biiettiva con inversa olomorfa) ¢ anche detta mappa biolomorfa.

Osservazione 4.1.4. Siano X una superficie di Riemann e ¢ : X — C una funzione meromorfa. Ponendo
©(p) = oo per ogni polo p di ¢ si ottiene una mappa olomorfa ¢ : X — P!C. Viceversa, una mappa
olomorfa ¢ : X — P!C, non ovunque oo, ¢ una funzione meromorfa su X (si veda [1], Theorem 1.15).

Nel resto di questa sezione e nella prossima assumeremo che tutte le mappe tra superfici di Riemann
siano mon costanti sulle singole componenti connesse, cioe che I'immagine di una componente connessa
non sia un solo punto. Vediamo che tutte le mappe tra superfici di Riemann sono, localmente, della forma
dell’Esempio 4.0.3.

Proposizione 4.1.5. Siano Y e X superfici di Riemann e ¢ : Y — X una mappa olomorfa, non costante
sulle singole componenti connesse di Y. Siano y € Y e x = ¢(y). Allora esistono carte locali (Vy, gy)
centrata in y e (Uy, fo) centrata in x tali che p(V,) C Uy, e fro@og, ' = pi, dove pi(z) = 2%, Inoltre,
Uintero k non dipende dalle carte V e U, scelte.

Dimostrazione. Tramite trasformazioni lineari e restringendo V,, e U, se necessario, si possono trovare
carte locali (V] g,) e (Us, fz) centrate in y e in z rispettivamente e tali che ¢(V,) C U,. Considerando
lo sviluppo in serie di Taylor di T':= fp o ogg’l_1 si ha che T & della forma T'(z) = 2* H(z) per qualche H
olomorfa tale che H(0) # 0 e k intero positivo, dato che T(0) = 0. Dalla discretezza degli zeri di H, esiste
un intorno V" C V;/ di y tale che H non si annulli in alcun punto di g, (V,’). Allora esiste h : g, (V,) — C
olomorfa e tale che H = expoh (si noti che possiamo assumere V,’ semplicemente connesso e quindi
applicare [7], Theorem 13.18), quindi R : g, (V') — C definita ponendo R(z) := exp(h(z)/k) & tale che
RF = H su g, (V). Abbiamo allora T'(z) = (1(z))*, dove n(z) := zR(z). Da /(0) = R(0) # 0 si ha che
esiste un intorno V,, C V' di y tale che 7 sia invertibile su g; (V;), con inversa olomorfa ([7], Theorem
10.34). Allora, posto g, := nog,, si ha che (V,, g,) € una carta centrata in y tale che ¢(V;) C U,. Inoltre
(faowog,t)(z) =T(n"'(z)) = z¥, come richiesto.

Per I'unicita di k, osserviamo che per p € f,'(B)\ {z}, dove B C f.(U,) ¢ una palla aperta centrata
in 0, si ha k = |p. ' (fz(p))| = |¢~*(p)|, dato che g, & biiettiva. Ma la cardinalita di questo insieme &
indipendente dalle carte complesse considerate. O

Definizione 4.1.6. L’intero k della proposizione precedente e detto ordine di ramificazione di ¢ in y. 1
punti di y con ordine di ramificazione maggiore di 1 sono detti punti di ramificazione di ¢. L’insieme dei
punti di ramificazione di ¢ sara denotato da S,,.

Corollario 4.1.7. Sia ¢ : Y — X olomorfa e non costante su ciascuna componente connessa di Y .
Allora ¢ ¢ aperta e le fibre di ¢ e S, sono sottoinsiemi chiusi e discreti di'Y .

Dimostrazione. La prima parte deriva dal fatto che z — z¥ & aperta ([7], Theorem 10.32). La fibra di
x € X & discreta, altrimenti ¢ ~!(z) avrebbe un punto di accumulazione; ma allora per il principio di
identita ([7], Theorem 10.18) qualche espressione locale di ¢ sarebbe costante, quindi lo sarebbe anche
. Infine S, ¢ discreto e non ha punti di accumulazione, perché ogni punto y ha un intorno (V;, nella
Proposizione 4.1.5) in cui non ci sono punti di ramificazione (escluso eventualmente y). O

Corollario 4.1.8. Una mappa olomorfa biiettiva ¢ : Y — X ¢é biolomorfa.
Dimostrazione. Data l'iniettivita di ¢, non ci sono punti di ramificazione, quindi ¢! & continua ed

olomorfa, perché la sua espressione locale rispetto a carte come nella Proposizione 4.1.5 e I'identita. [
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4.2 Rivestimenti Ramificati

Ricordiamo che una mappa continua tra spazi topologici si dice propria se la controimmagine di ogni
compatto & compatta. Se gli spazi in questione sono di Hausdorff e il dominio & compatto, ogni mappa
continua € anche propria: i compatti in uno spazio Hausdorff sono chiusi e la loro controimmagine &
chiusa in un compatto, quindi compatta. Inoltre, un rivestimento finito p : ¥ — X € una mappa propria:
se Z C X & compatto e U & un ricoprimento di aperti di p~*(Z), possiamo raffinarlo in modo che pju sia
biiettiva per ogni U € U. Dato che p & aperta, {p(U)|U € U} & un ricoprimento di aperti di Z, da cui
possiamo estrarre un sottoricoprimento finito, da cui otteniamo un sottoricoprimento finito di /.

Definizione 4.2.1. Siano Y e X spazi di Hausdorff localmente compatti. Una mappa continuap:Y — X
che sia propria e suriettiva e detta rivestimento ramificato se esiste Y’ C Y tale che Y \ Y’ sia discreto e
che pjy+ : Y’ — p(Y’) sia un rivestimento. Un rivestimento ramificato ¢ detto finito (rispettivamente di
grado k, o di Galois) se pjy: : Y' — p(Y") ¢ finito (rispettivamente a k fogli, o di Galois).

Proposizione 4.2.2. Siano Y e X superfici di Riemann con X connesso e sia f:Y — X una mappa
olomorfa propria e non costante su ciascuna componente connessa di Y. Allora f 'Y — X & un
rivestimento ramificato finito.

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che Y e X sono di Hausdorff e localmente compatti, perché local-
mente omeomorfi a C. Per il Corollario 4.1.7 f(Y') & aperto in X, quindi per avere la suriettivita, dato
che X & connesso, resta da vedere che f(Y') & anche chiuso. Sia x € X \ f(Y). Dato che X ¢ localmente
compatto, esiste un intorno aperto U di x con U compatto. Allora f(f~1(U)) & compatto, quindi chiuso
(perché X & di Hausdorff). Allora U \ f(f~*(U)) ¢ un intorno aperto di z disgiunto da f(Y).

SiaY’: =Y\ S;esiaz e X\ f(Sf). Per la Proposizione 4.1.5 ogni punto y € f~*(z) ha un intorno
V,, omeomorfo ad f(V,). Dato che per il Corollario 4.1.7 le fibre sono finite, U := (,c-1(,) f(Vy) € un
intorno aperto di « uniformemente rivestito. Quindi fjy+ : Y" — f(Y”) ¢ un rivestimento finito. O

Lemma 4.2.3. Sia p : Y — X un rivestimento connesso. Se X ¢ una superficie di Riemann, esiste
un’unica struttura complessa su 'Y tale che p sia una mappa olomorfa.

Dimostrazione. Siay € Y esia V un intorno aperto di y tale che pjy : V' — p(V') sia un un omeomorfismo.
Sia (U, f) una carta complessa su X con U C p(V). Allora C, := (V, f o p) ¢ una carta complessa su Y’
con y € V. Procedendo in questo modo otteniamo un atlante U := {C, |y € Y} le carte sono compatibili
perché lo sono quelle su X. Per 'unicita, sia V un altro atlante su Y tale che p sia olomorfa e siano
(U, f) eU e (V,g) € V carte complesse e y € U NV. Siano inoltre (W, h) una carta complessa su X con
W intorno di p(y) uniformemente rivestito e N := U NV N W,, dove W, & la componente connessa di
p (W) con y € W,,. Allora p|y & biolomorfa da N sulla sua immagine per il Corollario 4.1.8 e quindi lo
sono anche hopyog™" ehopyo f~'. Maallora (hopyo f~!)tohopyog™ = fog™! & olomorfa
su N. Data l'arbitrarieta di y € U NV lo & su tutto U NV, quindi le due carte sono compatibili. O

Siano X una superficie di Riemann connessa, S C X un sottoinsieme chiuso e discreto e X' = X \ S.
Denotiamo con Holx g la categoria i cui oggetti sono superfici di Riemann Y equipaggiate con una mappa
olomorfa propria p : ¥ — X, non costante su ciascuna componente connessa di Y, tale che S, C p~1(9)
e i cui morfismo sono mappe olomorfe compatibili con le proiezioni. Piu precisamente, se p: Y — X e
q : Z — X sono due oggetti in questa categoria, un morfismo tra di loro & dato da una mappa olomorfa
f:Y — Z tale che go f = p.

Teorema 4.2.4. C’¢ un’equivalenza di categorie tra Holx g e i rivestimenti finiti di X' := X\ S.

Dimostrazione. Sia F il funtore che manda un oggetto p : Y — X di Holx s in p" := pjy : Y' — X', dove
Y :=Y \p~1(S), e un morfismo f : Y — Z in f' := fiy+. Quest’ultimo ¢ un morfismo di rivestimenti
traY’ e Z' (dove Z' := Z\ ¢~ 1(9)), perché per definizione f'(Y') C Z’ ed & compatibile con le proiezioni
pi=py Y =X ed =qp 2 - X

Per ’essenziale suriettivita, sia p’ : Y — X’ un rivestimento e mostriamo che esistono una superficie
di Riemann Y O Y’ e una mappa olomorfa propria p : Y — X tali che py» =p' e Y \p~1(9) =Y.
Possiamo assumere che Y’ sia connesso: se cosi non fosse, basta decomporlo in componenti connesse
1, Y/, trovare superfici di Riemann opportune Y; e porre Y := [[,Y;. Siano z € S e (U, f,) una carta
complessa centrata in z tale che U, NS = {z} e f,(U;) = D = {z € C||z|] < 1}. Decomponiamo
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PN Uz \ {z}) in componenti connesse [[;c; V;. Ogni f, Op?v,j Vi — D = D\ {0} & un rivestimento
finito, quindi per 'Esempio 4.0.3 (si veda [1], Theorem 5.10) esiste una mappa biolomorfa pi : V! — D
tale che f o (fa OpTV;)il = py, dove pi(z) = 2¥. Scegliamo ora, per ogni x € S e i € I, punti y: ¢ Y.
Definiamo Y := Y' U], ,{v,}, un’estensione p : Y — X di p’ ponendo p(y,) := = e estensioni (biiettive)
Pl VEiu{yt} — D di pi ponendo p.(y.) := 0. Diamo a Y 'unica topologia tale che tutte le p’, siano
continue e aperte (quindi omeomorfismi). Definiamo inoltre una struttura complessa su Y aggiungendo
alle carte su Y’ date dalla struttura complessa del Lemma 4.2.3 le carte (V,5%). Queste carte sono
compatibili, perché se (U, f) & una carta su Y’ (da cui y’ € U) allora p% o f~1 = p¢ o f~! e la sua inversa
sono olomorfe, perché pi & biolomorfa. La mappa p : ¥ — X & olomorfa, perché su Y’ coincide con
p’ nellintorno V! di ¢ la sua espressione locale ¢ pi. Infine, p & propria, perché p’ lo ¢ e le sue fibre
sono finite, quindi controimmagini di compatti di X sono controimmagini di compatti di X’ unite ad un
insieme finito di punti di Y.

F ¢ pienamente fedele: siano Y e Z come all’inizio della dimostrazione e ¢’ : Y/ — Z’ un morfismo di
rivestimenti. Per il Lemma 3.2.6 ¢’ : Y’ — Z’ ¢ un rivestimento, quindi per il Lemma 4.2.3 ¢’¢ un’unica
struttura complessa su Y’ tale che ¢’ sia olomorfa. Questa ¢ compatibile con quella di Y: p’ = qo ¢’ ¢
olomorfa rispetto ad entrambe, quindi per il Lemma 4.2.3 applicato a p’ : Y’ — X’ devono coincidere.
Siay € Y\ 'Y’. Abbiamo visto y ha un intorno V' biolomorfo a D; possiamo assumere che p'(V'\ {y}) sia
uniformemente rivestito sia da p’ che da ¢/. Allora W := ¢'(V \ {y}) C ¢1(»'(V \ {y})) & biolomorfo
a D ed esiste quindi un unico z € Z \ Z’ tale che W U {y} sia biolomorfo a D. Ponendo ¢(y) := z e
ripetendo per ogni y € Y \ Y’ otteniamo una mappa ¢ : Y — Z. Similmente a prima si verifica che ¢ ¢
"unica mappa olomorfa tale che F(p) = o)y = ¢'. O

Osservazione 4.2.5. Con le notazioni della dimostrazione precedente, abbiamo che la mappa o — oy~
induce un isomorfismo tra Aut(Y|X) (in Holx s) e Aut(Y’|X’) (come rivestimento). In particolare,
Sep’ : Y — X' & di Galois, allora lazione di Aut(Y|X) sulle fibre di p & transitiva (per continuita
degli automorfismi). Di conseguenza se y € Y tutti gli elementi di p~*(p(y)) hanno lo stesso ordine di
ramificazione.

4.3 Estensioni di Campi e Rivestimenti

Denotiamo con M(X) l'insieme delle funzioni meromorfe su una superficie di Riemann X. Notiamo che
M(X) & un anello commutativo, con le operazioni di somma e prodotto indotte da C. Lo zero di questo
anello ¢ la funzione costante 0 mentre la funzione costante 1 & I'unita.

Lemma 4.3.1. Se X ¢ una superficie di Riemann connessa, M(X) é un campo.

Dimostrazione. Sia f € M(X) non nulla. Notiamo che se gli zeri di f sono un sottoinsieme chiuso e
discreto di X allora 1/f € M(X): infatti & olomorfa su X \ f~1(0). Supponiamo per assurdo che gli
zeri di f non siano discreti. Dato che per I’Osservazione 4.1.4 f & una mappa olomorfa da X a P'C,
questo contraddice il Corollario 4.1.7, dove avevamo supposto che le mappe fossero non costanti su ogni
componente connessa. Ma allora f deve essere costante su X, che & connessa, quindi f = 0, assurdo. [J

Una mappa olomorfa tra superfici di Riemann ¢ : Y — X, non costante su ogni componente connessa
di Y, induce un morfismo di anelli ¢* : M(X) — M(Y) dato da f — f o . Vogliamo mostrare che, Se
X e Y sono compatti e X ¢ connesso, allora (M(Y'), ¢*) & un’algebra étale su M(X). Notiamo che ¢* &
iniettiva, perché ¢ & suriettiva, quindi se f # 0 vale anche ¢*(f) # 0. Dove non specificato assumeremo
quindi M(X) € M(Y). Per compattezza, ¥ si decompone in un unione disgiunta finita di superfici di
Riemann connesse Y = [, Vi, quindi M(Y) = [[, M(Y;). E quindi sufficiente dimostrare che, nel caso Y
sia connessa, M(Y)|M(X) ¢ un’estensione di campi finita. Tale estensione sara sicuramente separabile,
perché le funzioni costanti formano un sottocampo di M(X) isomorfo a C, quindi M(X) & perfetto.

Proposizione 4.3.2. Siano Y e X superfici di Riemann compatte e connesse e sia ¢ : Y — X una mappa
olomorfa propria non costante. L’estensione di campi M(Y)|M(X) é finita. Inoltre, se Y soddisfa

(*) per ogniy1,...,yn €Y eay,...,a, € C esiste f € M(Y) tale che f(y;) = a; per ognii=1,...,n

il grado dell’estensione e lo stesso di ¢ come rivestimento ramificato.
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Dimostrazione. Mostriamo che ogni f € M(Y") ¢ radice di un polinomio (non necessariamente irriducibile)
di grado d a coefficienti in M(X). Siano d il grado di ¢ come rivestimento ramificato, S l'insieme dei
punti di ramificazione di Y, Y’ ;==Y \ S e X' := X \ ¢(5). Per ogni x € X’ sia U, C X’ un intorno
di x uniformemente rivestito da una famiglia {V, 1,..., Vs 4} di aperti di Y. Per il Corollario 4.1.8 le
mappe Sy ; := (np“/w’i)‘l sono olomorfe su U,, cosi come le f,; := f os,,;. Definiamo il polinomio F; a

coefficienti in M(U,) ponendo Fy(t) := H?:1(t — fa.i). Ora se x1 # x4 sono due punti distinti di X’ con
Uz, NU,, # 0 deve essere Fy, = Fy, in M(U,, NU,,)[t], perché le loro radici sono funzioni meromorfe
che coincidono su U, NU,,. Allora i coefficienti di F, si estendono a funzioni b; meromorfe su tutto
X' e il polinomio F(t) := t% 4 bg_1t¥~! + ... + by ha coefficienti in M(X’). Per estendere le b; a tutto
X, siano x € p(S), y € ¢~ (x) e (Uy, fz), (Uy, f,) carte centrate in = e y rispettivamente. Dato che
(f2 2 9)(y) = 0, esiste un intero k tale che, posto g := (fz 0w o f1)*(f o f, ') : fy(Uy) — C, si abbia
lim, 0 2g(z) = 0. Inoltre g & olomorfa in un intorno di 0, quindi 0 & una singolarita eliminabile per
g=((faow)*f)o £t ([7], Theorem 10.20). Possiamo allora assumere g olomorfa in 0. Quindi (f, o o) f
& olomorfa in y, da cui abbiamo che le b; sono olomorfe in . Concludiamo che F € M(X)][t] e dato che
inogni z € X in U, si ha (Fos,;)(fo8z,:) =F(fsi) =0, vale F(f)=0.

Dato che tutti gli elementi di M(Y") hanno grado al pitt d su M(X), l'estensione deve essere finita:
se supponiamo f € M(Y) di grado massimo, per il Teorema 2.1.3 per ogni ¢ € M(Y) deve valere
M(X)(f,g9) = M(X)(h) per qualche h € M(Y). Ma dato che h ha al pi lo stesso grado di f deve valere
g€ M(X)(f), da cui M(Y) = M(X)(f).

Supponiamo ora che Y soddisfi (*) e mostriamo che esiste f € M(Y") radice di un polinomio irriducibile
di grado d a coefficienti in M(X). Siano z € X’ e {y1,...,ya} = ¢ (z) e sia f € M(Y) tale che
fyi) # fy;) per i # j. Sia F(t) = apnt™ + - -+ + ag € M(X)[t] irriducibile tale che F'(f) =0, con n < d.
Se 1 coefficienti a; fossero funzioni olomorfe in x il polinomio ay, (z)t" + - - - + ag(z) € C[t] avrebbe d radici
distinte f(y1),..., f(y4) e quindi sarebbe n = d. Se qualche a; ha un polo in z, basta sostituire « con un
Z € U, tale che f abbia ancora valori distinti nelle controimmagini di Z. O

La condizione (*) & in realta sempre verificata, come conseguenza del Riemann Existence Theorem. La
dimostrazione di questo fatto non & pero elementare. Si veda [1], Corollary 14.13. Nel seguito (Teorema
4.3.4 e corollari) assumeremo questo risultato.

In seguito, dato F'(t) = ant" + -+ + a9 € M(X)[t] e x € X che non sia un polo per nessuno dei
coefficienti di F, indicheremo con F, in polinomio in a,(z)t" + - - - ag(x) € C[t].

Lemma 4.3.3. Siano X una superficie di Riemann e F € M(X)[t] ed x € X come sopra. Se Fy ha zeri
distinti 2y, . .., zn esistono un intorno V- di x e fi,..., fn € M(V) tali che F = [[,(t — f;) in M(V)[t] e
fi(@), ..., fu(x') sono gli zeri di Fyr per ' € V.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che per V.C X aperto M(V) & una M(X)-algebra tramite la
restrizione, quindi ha senso considerare F' come un polinomio a coefficienti in M (V).

Sia (U,%) una carta centrata in x. Per la discretezza dei poli dei coefficienti a; possiamo trovare
una palla aperta D C 9(U) centrata in 0 tale che i b; := a; o 1 ~! siano olomorfi in tutti i punti di
D. Per la discretezza degli zeri di F,, per ogni j = 1,...,n possiamo trovare una palla aperta B;
centrata in z; tale che F; non abbia altri zeri in Fj Indichiamo con G : D x C — C la mappa continua
G(z,t) := Fy-1(2)(t) = bu(2)t" 4 --- + bo(2). Dato che G non si annulla in {0} x 9B, esiste una palla
aperta D; C D centrata in 0 tale che G non si annulli in D; x B. Per il Principio dell’Argomento ([7],
Theorem 10.30) e il Teorema dei Residui ([7], Theorem 10.29) il numero di zeri, contati con molteplicita,
di F,s al variare di 2’ € ¢ ~1(D;), & dato da

/
1 Fz,(w)d 1 /8G(z,w) 1 dw
8!

n(z) = 27i  For(w) YT om ow  G(z,w)

dove 7 : [0,1] — C & una parametrizzazione positiva (in senso antiorario) di dB; e z := 1(z’). Dato che
n & continua su D; a valori in Z e n(0) = 1 deve essere n(z) = 1 per ogni z € D;. Sia ¢;(z) I'unico
Fpr(w)
For (w)
eliminabile in ¢;(2) si ha che I'integrale di g. lungo 7 € nullo, quindi

ei(z) = pj(z)n(z) + ./ng(w)dw— QMLwa/(w)dw— 2ri Lw Ow G(z,w)dw

zero di Fyy in B;. Dato che g,(w) := (w — ¢;(2)) ¢ olomorfa in B; \ {p;(z)} e ha una singolarita
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che ¢ olomorfa in D;. Ponendo V = ﬂ?:l 0 Y(Dj) e fj :=pj o sihala tesi. O

Teorema 4.3.4. Sia X una superficie di Riemann compatta e connessa. C’é un’anti-equivalenza tra la
categoria delle superfici di Riemann compatte Y equipaggiate con una mappa olomorfa v : Y — X, e quella
delle algebre étale su M(X). In questa anti-equivalenza i rivestimenti ramificati connessi corrispondo ad
estensioni di campi dello stesso grado e i rivestimenti ramificati di Galois ad estensioni di Galois.

Dimostrazione. Grazie alla Proposizione 4.3.2, possiamo definire un funtore controvariante F che manda
una superficie di Riemann Y, con mappa olomorfa ¢ : Y — X, nella M(X)-algebra étale M(Y) e una
mappa olomorfa f : Y — Z in F(f) := f*: M(Z) - M(Y). Questo funtore ¢ pienamente fedele: per
un cenno di dimostrazione si veda [9], Theorem 3.3.7.

Per D'essenziale suriettivita di F, sia L una M(X)-algebra. E sufficiente mostrare la tesi nel caso
L sia un campo: altrimenti possiamo decomporre L = [[, L; come prodotto finito di campi, trovare
superfici di Riemann Y; tali che M(Y;) = L; per ogni i e concludere ponendo Y = [[,Y;. Assumiamo
allora che L|M(X) sia un’estensione di campi di grado d e siano « € L un elemento primitivo e F' il suo
polinomio minimo. Indicando con F’ la derivata formale di F, da ged(F, F’) = 1 abbiamo che esistono
A, B € M(X)]t] tali che AF + BF' = 1. Abbiamo allora che pud verificarsi gcd(Fy, F) # 1 soltanto se x
& un polo per uno dei coefficienti di A o di B. Detto S l'insieme dei punti di X che sono poli per qualche
coefficiente di A, B o di F' abbiamo che F, ha d radici distinte per ogni z € X' := X \ S.

Definiamo un fascio su X’ definendo, per U C X’ aperto, G(U) come 'insieme delle funzioni olomorfe
su U che sono radicidi F. Per x € X', siano V e f1,..., fq come nel Lemma precedente. Allora G ristretto
a V ¢ il fascio costante dato da {f1,..., fa}, quindi per il Teorema 3.4.1 abbiamo un rivestimento finito
pg : X; — X'. Per il Teorema 4.2.4 esistono quindi una superficie di Riemann X¢ e una mappa olomorfa
propria ¢ : Xg — X (quindi Xg = ¢~}(X) & compatta) tale che ¢|x;, = pg. Per vedere che Xg &
connessa, sia Z una sua componente connessa e sia Z’ := Z N X;. Definiamo una funzione meromorfa
fsu o (V) ponendo f([fi]) = fi(pg([fi])) = fi(2') se 2’ € V e [fi] € G»r. Come nella dimostrazione
della Proposizione 4.3.2, possiamo estendere f a tutto Z, quindi f € M(Z) ha polinomio minimo di
grado al piu e, il grado di ¢z : Z — X come rivestimento ramificato. Ma F' ¢ irriducibile e F((f) = 0: se
[fi] € Gor € Z" allora (F(f))([fi]) = Foqp (f([fi])) = Far (fi(2")) = 0 per il Lemma. Allora F' deve essere
il polinomio minimo di f su M(X), quindi e = d e si ha che Z & I'unica componente connessa di Xg.
Infine, dato che M(Xg) ha grado d su M(X), deve essere M(Xg) = M(X)(f) e la mappa M(Xg) — L
determinata da f +— « & un isomorfismo di campi.

Se Y & connessa M(Y) &€ un campo e il grado M(Y)|M(X) ¢ lo stesso ¢ : Y — X come rivestimento
ramificato per la Proposizione 4.3.2. Infine, consideriamo il gruppo Aut(Y|X). Per il Teorema 4.2.4,
questo ¢ isomorfo al gruppo di automorfismi H del rivestimento p : Y’ — X’ corrispondente. Il gruppo
H ha ordine uguale al grado d del rivestimento se e solo se quest’ultimo e di Galois. Questo si verifica se
e solo se I'azione di H sulle fibre p~!(x) & transitiva e solo in questo caso H & in biiezione con p~!(x),
perché se gy = hy per qualche g,h € H e y € p~!(z) deve essere h = g per il Lemma 3.2.1. Dato che
M(Y)|M(X) & di Galois se e solo se Gal(M(Y)|M(X)) ha grado d, concludiamo che ¢ : ¥ — X & un
rivestimento ramificato di Galois se e solo se l'estensione M(Y)|M(X) & di Galois. O

Applicando il Teorema 4.3.4 al caso X = P'C e ricordando ’Osservazione 4.1.4, abbiamo i seguenti
corollari ([9], Proposition 3.3.11 e Corollary 3.3.12).

Corollario 4.3.5. Sia Y una superficie di Riemann compatta e connessa. Allora M(Y') é un’estensione
finita di C(t), il campo delle funzioni razionali a coefficienti in C nell’indeterminata t.

Idea di dimostrazione. Per il teorema d’esistenza esiste una funzione meromorfa non costante su Y, che
possiamo vedere come una mappa olomorfa Y — P'C. Resta poi da osservare che M(P!C) 2 C(¢t). O

Corollario 4.3.6. C’¢ un’anti-equivalenza tra la categoria delle superfici di Riemann compatte e connesse
con mappe olomorfe non costanti e la categoria delle estensioni finite di C(t) con morfismi di C-algebre.

E possibile ottenere questi ultimi risultati con metodi piu algebrici, validi per varieta su qualunque
campo base, come fatto in [8]. Questi argomenti non sono stati approfonditi in questa relazione.
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